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1 פרק

קואורדינטות

המשמעות? מה p = (1, 2, 3) בנקודה נתבונן קרטזיות? קואורדינטות של המשמעות מה

מישורים: שלושה של חיתוך היא המשמעות

x = 1

y = 2

z = 3

מתלכדים\מקבילים) ולא שנחתכים (בהנחה ומישור קו של חיתוך ישר, קו הוא מישורים שני של חיתוך 1.0.1 תזכורת

נקודה. הוא

נוספות. קואורדינטות מערכות של במקרים ולדון קואורדינטות של המונח את להרחיב נרצה

(Colloquial Coordinates) עקומות קואורדינטות 1.1

שלושת את נגדיר אם .q1 (x, y, z) , q2 (x, y, z) , q3 (x, y, z) כלומר: ,x, y, z של כפונקציות קואורדינטות נגדיר

נקודה. נקבל מסויימים לקבועים הקואורדינטות

מערכת של במקרה נתובנן :(Cylindrical Coordinate) גליליות קואורדינטות מערכת 1.1.1 Pדוגמה
מכירים: כבר אנו אותה גליליות קואורדינטות

ρ =
√

x2 + y2

ϕ = arctan
y

x
+ C (C = 0, π, 2π . . .)

z = z

בעזרת: קרטזיות לקואורדינטות לחזור ניתן

x = ρ cosϕ

y = ρ sinϕ

z = z

במרחב. נקודה נקבל כלשהו, קבועים להיות ρ, ϕ, z את נקבע באמת אם ולכן,

הבא: באופן זאת נעשה .q1 למשטח e1 יחידה וקטור לבנות נקצה כעת

״מישוריים״) הם המשטחים לוקאלי (באופן המשטחים שלושת של חיתוך נקודת נקח .1

למשטח. הניצב יחידה וקטור נבנה .2

חיובית. היא q1 לערך התוספת שבו בכיוון הוקטור של הכיוון את נבחר .3
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(Colloquial Coordinates) עקומות קואורדינטות קואורדינטות1.1. .1 פרק

לוקאלי. באופן בנקודה אותוגונליים יהיו שתמיד כך נבחר e1, e2, e3 את

:v הוקטור את לבנות ניתן e1, e2, e3 הקואורדינטות משלושת 1.1.2 הערה

v = v1 ~e1 + v2 ~e2 + v3 ~e3

שלנו? המישורים מהם גליליות. קואורדינטות המערכת של בדוגמה להתבונן נחזור

המישור את המכסים גלילים אוסף ־ ρ = const •

ϕ ע״י הנקבעים מישור חצי אוסף ־ ϕ = const •

.x, y למישור במקבילים מישורים ־ להמצא יכולה הנקודה שבהם ה״גבהים״ אוסף ־ z = const •

לכן מתאימות, בהכרח לא היחידות e1, e2, e3 החדשות הקואורדינטות בעזרת נקודה להביע רוצים אנו כאשר נבחין

כלומר: .h1, h2, h3 קבועים יתווספו

d~r = h1dq1 ~e1 + h2dq2 ~e2 + h3dq3e3

באמצעות: יובע ~r בוקטור השינוי

q1 + dq1, q2 + dq2, q3 + dq3

מרוחקים קודקודים שני בין מרחק למצוא נרצה .dx, dy, dz האורכי בעלת אינפיניטסימלית. בתיבה נתבונן כעת,

פתגורס: ממשפט המקורית). לנקודה dx, dy, dz של התוספת את (כלומר הקוביה של

ds2
︸︷︷︸

בוקטור השינוי

= dx2 + dy2 + dz2

הוא: q1, q2, q3 לבין x, y, z בין הקשר כי ברור ולכןת

dx =
∂x

∂q1
dq1 +

∂x

∂q2
dq2 +

∂x

∂q3
dq3

dy =
∂y

∂q1
dq1 +

∂y

∂q2
dq2 +

∂y

∂q3
dq3

dz =
∂z

∂q1
dq1 +

∂z

∂q2
dq2 +

∂z

∂q3
dq3

באמצעות: ds את להביע שניתן נובע ומכאן

ds2 = h21dq
2
1 + h22dq

2
2 + h23dq

2
3

כאשר:

h2i =

(
∂x

∂qi

)2

+

(
∂y

∂qi

)2

+

(
∂z

∂qi

)2

:(scale factors) סקאלה גורמי הגדרת ע״י זאת נעשה .ds2 = ds21+ds22+ds23 הבא: באופן ds את להביע ננסה כעת,

ds1 = h1dq1

ds2 = h2dq2

ds3 = h3dq3

4



וקטוריות פעולות .1.2 קואורדינטות .1 פרק

ρ, ϕ, z גליליות: קואורדינטות עבור dx, dy, dz את נחשב : 1.1.3 Pדוגמה
הצבה: בעזרת זאת נבצע

q1 = ρ, q2 = ϕ, q3 = z

נקבל:

dx =
∂x

∂ρ
dρ+

∂x

∂ϕ
dϕ+

∂x

∂z
dz = cosϕdρ− ρ sinϕdϕ + 0dz

dy =
∂y

∂ρ
dρ+

∂y

∂ϕ
dϕ+

∂y

∂z
dz = sinϕdρ+ ρ cosϕdϕ+ 0dz

dz =
∂z

∂ρ
dρ+

∂z

∂ϕ
dϕ+

∂z

∂z
dz = 0dρ+ 0dϕ+ 1dz

נקבל:

ds2 = dx2 + dy2 + dz2 =

cos2 ϕdρ2 + ρ2 sin2 ϕdϕ2 −✭✭✭✭✭✭✭✭✭
2 cosϕρ sinϕdρdϕ+ sin2 ϕdρ2 + ρ2 cosϕ2dϕ2 +✭✭✭✭✭✭✭✭✭

2 cosϕρ sinϕdρdϕ+dz2 =

dρ2 + ρ2dϕ2 + dz2

כי: קיבלנו לכן

hρ = 1, hϕ = ρ2, hz = 1

ניצבון. אכן שהקואורדינטות לכך אישור וזהו נפלו. המערובים האיברים שכל לב נשים 1.1.4 הערה

וקטוריות פעולות 1.2

גרדיאנט 1.2.1

הטמפרטורה שינוי קצב את לחשב נרצה .T (x, y, z) נקודה לכל בחדר הטמפרטורה את המחזירה פונקציה נניח

הגרדיאנט: את לנו יש כך לצורך בכיוון.

gradT (x, y, z) = ~∇T = ~ex
∂T

∂x
+ ~ey

∂T

∂y
+ ~ez

∂T

∂z

קרטזית: לא קואורדינטות מערכת עם המוגדרת בפונקציה נתבונן

ψ (q1, q2, q3)

הן: גראדיאנט של היחידות 1.2.1 הערה

[

~∇ψ
]

=
[ψ]

L

זו: קואורדינטות במערכת הגראדיאנט את לחשב נרצה

~∇ψ = ~e1
∂ψ

∂s1
+ ~e2

∂ψ

∂s2
+ ~e3

∂ψ

∂s3
=

~e1
∂ψ

∂q1

∂q1
∂s1

+ ~e2
∂ψ

∂q2

∂q2
∂s2

+ ~e3
∂ψ

∂q3

∂q3
∂s3

=

~e1
h1

∂ψ

∂q1
+
~e2
h2

∂ψ

∂q2
+

~e3
h3

∂ψ

∂q3
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וקטוריות פעולות קואורדינטות1.2. .1 פרק

דיברגנץ 1.2.2

div~V ≡ ~∇ · ~V

נקבל: קרטזיות בקואורדינטות

~∇ · ~V =
∂vx
∂x

+
∂vy
∂y

+
∂vz
∂z

הכללי: ובמקרה

~∇ · ~V =
1

h1h2h3

[
∂

∂q1
(v1h2h3) +

∂

∂q2
(v2h1h3) +

∂

∂q3
(v3h1h2)

]

לפלסיאן 1.2.3

לפלסיאן: חדש, אופרטור אוטומטי באופן נוצר ודיברגנץ מגראדיאנט

~∇2ψ = div (gradψ) = div grad (ψ) = ~∇ · ~∇ψ = △ψ

קרטזיות: בקואורדינטות

~∇2 =
∂2ψ

∂x2
+
∂2ψ

∂y2
+
∂2ψ

∂z2

הכללי: ובמקרה

~∇2ψ = div

(
~e1
h1

∂ψ

∂q1
+
~e2
h2

∂ψ

∂q2
+

~e3
h3

∂ψ

∂q3

)

=
1

h1h2h3

[
∂

∂q1

(
h2h3
h1

∂ψ

∂q1

)

+
∂

∂q2

(
h1h3
h2

∂ψ

∂q2

)

+
∂

∂q3

(
h1h2
h3

∂ψ

∂q3

)]

רוטור 1.2.4

rot~V = curl~V ≡ ~∇× ~V

קרטזיות: בקואורדינטות

~∇× ~V =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

~ex ~ey ~ez
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

vx vy vz

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= ~ex

(
∂vz
∂y

− ∂vy
∂z

)

+ ~ey

(
∂vx
∂z

− ∂vz
∂x

)

+ ~ez

(
∂vy
∂x

− ∂vx
∂y

)

הכללי: ובמקרה

~∇× ~V =
1

h1h2h3

∣
∣
∣
∣
∣
∣

~e1h1 ~e2h2 ~e3h3
∂

∂q1
∂

∂q2
∂

∂q3

h1v1 h2v2 h3v3

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

~e1
h2h3

[
∂

∂q2
(h3v3)−

∂

∂q3
(h2v2)

]

+
~e2

h1h3

[
∂

∂q3
(h1v1)−

∂

∂q1
(h3v3)

]

+

~e2
h1h2

[
∂

∂q1
(h2v2)−

∂

∂q2
(h1v1)

]
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וקטוריות פעולות קואורדינטות1.2. .1 פרק

נסמן: ראשית גליליות: קואורדינטות 1.2.2 Pדוגמה
~eρ = ~ρ0, ~eϕ = ~ϕ0, ~ez = ~k

ע״י: נתון הגרדיאנט

~∇ψ = ~ρ0
∂ψ

∂ρ
+

~ϕ0

ρ

∂ψ

∂ϕ
+ ~k

∂ψ

∂z

הדיברגנץ:

~∇ · ~V =
1

ρ

[
∂

∂ρ
(vρ · ρ) +

∂vϕ
∂ϕ

+
∂

∂z
(ρvz)

]

=
1

ρ

∂

∂ρ
(vρρ) +

1

ρ

∂vϕ
∂ϕ

+
∂vz
∂z

הלפלסיאן:

~∇2ψ =
1

ρ

[
∂

∂ρ

(

ρ
∂ψ

∂ρ

)

+
∂

∂ϕ

(
1

ρ

∂ψ

∂ϕ

)

+
∂

∂z

(

ρ
∂ψ

∂z

)]

=
1

ρ

∂

∂ρ

(

ρ
∂ψ

∂ρ

)

+
1

ρ2
∂2ψ

∂ϕ2
+

∂2ψ

∂z2

הרוטור: ולסיום,

~∇× ~V =
~ρ0
ρ

[
∂vz
∂ϕ

− ∂

∂z
(ρvϕ)

]

+ ~ϕ0

[
∂vρ
∂z

− ∂vz
∂ρ

]

+
~k

ρ

[
∂

∂ρ
(ρvϕ)−

∂

∂ϕ
(vρ)

]
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וקטוריות פעולות קואורדינטות1.2. .1 פרק

נרצה ρ (r) = 0 r > R לכל ואילו ,r < R לכל ρ (r) = ρ0 ש כך אחיד באופן טעון אינסופי גליל : 1.2.3 Pדוגמה
הפוטנציאל: את למצוא

~∇2ϕ = −4πρ (r)

ולכן:

1

r

d

dr

(

r
dϕ

dr

)

= −4πρ (r)

נקבל: r < R עבור

1

r

d

dr

(

r
dϕ

dr

)

= −4πρ0

d

dr

(

r
dϕ

dr

)

= −4πρ0r

r
dϕ

dr
=

ˆ

4πiρ0r
′dr′ = −2πρ0r

2 + C1

dϕ

dr
= −2πρ0r +

C1

r

ונקבל: C1 = 0 בהכרח לכן פיסיקלי, לא וזה אינסופי! הוא השדה כי נקבל r = 0 במקרה נתבונן אבל

dϕ

dr
= −2πρ0r

ונקבל: אינטגרציה שוב נבצע

ϕ (r) = −πρ0r2 + C2

ϕ (r < R) = −πρ0e2

כרצוננו. הפוטנציאל את לכייל יכולים שאנו כיוון c2 = 0 בחרנו

נקבל: r > R עבור

1

r

d

dr

(

r
dϕ

dr

)

= 0

נקבל: לכן לגליל. מחוץ מטענים שאין כיוון

r
dρ

dr
= C3 ⇒ dϕ

dr
=
C3

r

ולכן:

dϕ = C3
dr

r
⇒ C3 ln r + C4

דהיינו: המקרים שני בין שיוויון נקבל r = R עבור כי נדרוש וגזיר, רציף הוא שהפוטנציאל כיוון

ϕ (r = R) = −πρ0R2 = C3 lnR+ C4

dϕ

dr
(r = R) = −2πρ0R =

C3

R

נקבל: הנ״ל המשוואות ומשני

C3 = −2πρ0R
2

C4 = −πρ0R2 + 2πρ0R
2 lnR

ולכן:

ϕ (r) =

{

−πρ0r2 0 < r < R

−2πρ0R
2 ln r + 2πρ0R

2 lnR− πρ0R
2 = 2πρ0R

2 ln R
r − πρ0R

2 r < R <∞

ϕ
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ונפח שטח אלמנט קואורדינטות1.3. .1 פרק

ונפח שטח אלמנט 1.3

שטח אלמנט 1.3.1

כי: נבחין כללית. קואורדינטות מערכת של במקרה שטח אלמנט לבטא נרצה

ds1 = h1dq1

ds2 = h2dq2

ds3 = h3dq4

ע״י: נתון dσ12 השטח אלמנט כי לב נשים

dσ12 = ds1ds2 = h1h2dq1dq2

dσ23 = ds2ds3 = h2h3dq2dq3

dσ13 = ds1ds3 = h1h3dq1dq3

יותר: הכללי ובמקרה

dσij = hihjdq1dqj

נפח אלמנט 1.3.2

dV = ds1ds2ds3 = h1h2h3dq1dq2dq3

V =

˚

h1h2h3dq1dq2dq3

.h1, h2, h3 זה מה נדון בהמשך

9



2 פרק

Generalized Functions ־ מוכללות פונקציות

וזה לפיסיקה מספיק אינו הדבר אבל מכירים. שאנו הרגילות הפונקציות כמו רק היה בפונקציות השימוש דיראק לפני

המדרגה. ופונקציית דיראק של δה פונקציית בניהן מוכללות פונקציות של פיתוח גרר

דיראק של הדלתא פונצקיית 2.1

יוצרות פונקציות 2.1.1

הבאות: הדרישות עם ϕ1 (x) הקלאסית בפונקציה נתבונן

ϕ1 (x) > 0 חיובית: תמיד .1

ϕ1 (−x) = ϕ1 (x) זוגית: .2

x = 0 ב בלבד אחת מקסימום נקודת .3

∞́

−∞
ϕ1 (x) dx = 1 .4

לדוגמה: כאלה, פונקציות אינסוף קיימות

: naizneroL 2.1.1 Pדוגמה
ϕ
(a)
1 =

1

π
· 1

1 + x2

כי: לב נשים

∞̂

−∞

ϕ
(a)
1 (x) dx =

1

π
·

∞̂

−∞

dx

1 + x2
=

1

π
arctanx

∣
∣
∣
∣

∞

−∞
=

1

π

(π

2
+
π

2

)

= 1

x

ϕ
(a)
1

Lorenzian :2.1 איור
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דיראק של הדלתא פונצקיית .2.1Generalized Functions ־ מוכללות פונקציות .2 פרק

: naissuaG 2.1.2 Pדוגמה
ϕ
(b)
1 (x) =

1√
π
e−x2

האינטגרל: את לחשב נרצה

∞̂

−∞

ϕ
(b)
1 (x) dx =

1√
π
·

∞̂

−∞

e−x2

dx = I

:I2 ב להתבונן נרצה

I2 =
1

π

∞̂

−∞

e−x2

dx ·
∞̂

−∞

e−y2

dy =
1

π

∞̂

−∞

∞̂

−∞

e−x2−y2

dxdy =

ולעבור הבעיה, של סימטריה לנצל יכולים אנו כעת כי כפול? לאינטגרל אחד מאינטגרל עברנו למה מוזר, נראה

ונקבל: פולאריות לקואורדינטות

=
1

π

∞̂

0

e−ρ2

ρdρdϕ =
2π

π

∞̂

0

ρe−ρ2

dρ = −
∞̂

0

d

dρ

(

e−ρ2
)

dρ = 1

x

ϕ
(b)
1

Gaussian :2.2 איור

הבא: באופן ϕm (x) פונקציה כעת נגדיר

ϕm (x) = mϕ1 (mx)

נקבל: Lorenzianה עבור כלומר .m > 0 כאשר

ϕ(a)
m (x) =

1

π
· m

1 +m2x2

11



דיראק של הדלתא פונצקיית .2.1Generalized Functions ־ מוכללות פונקציות .2 פרק

x

ϕ
(a)
m

m(בכתום) = 3 ו m(כחול) = 2 (באדום), m = 1 עם Lorenzian פונקציית :2.3 איור

:ϕ
(a)
m (x) של האינטגרל את נחשב

∞̂

−∞

ϕm (x) dx =

∞̂

−∞

mϕ1 (mx) dx =
︸︷︷︸

z = mx
dz
dx = m⇒ dx = dz

m

∞̂

−∞

ϕ1 (z) dz = 1

עדיין יהיה לפונקציה מתחת השטח כאשר .∞ נקבל x = וב0 x 6= 0 נקודה כל עבור אפס נקבל m→ ∞ את נשאיף

.(δ (x)) דיראק של לדלתא ה״ילדותית״ ההגדרה וזוהי רואים. שאנו כפי 1

כי: נדרש אזי (−∞,∞) בתחום יתכנס אמיתי לא שאינטגרל כדי 2.1.3 הערה

ϕ1 (x) ∝
const

xα
, α > 1

.e−x2

כגון יותר, ״מהר״ שיורדות פונקציות לחילופין או

כי: לראות נרצה

∀x 6= 0 lim
m→∞

ϕm (x) = 0

כי: לב נשים

m = ϕ1 (mx) −→
m→∞

const

(mx)α
·m ∝ m1−α

ולכן: α > ש1 דרשנו לב נשים

−→
m→∞

0

פונקציית ובין 1
xα ל פרופורציונית פונצקיה בין ״סנדויץ׳״ נעשה יותר מהר שיורדות פונקציות של במקרה 2.1.4 הערה

.ϕm (x) = 0 x 6= 0 כל שעבור נקבל (e−x2

(כגון כאלה במקרים שגם ונקבל האפס,

נקבל: x = 0 עבור

ϕm (0) = mϕ1 (0)
︸ ︷︷ ︸

const

−→
m→∞

∞

∞̂

−∞

ϕm (x) dx = 1
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דיראק של הדלתא פונצקיית .2.1 Generalized Functions ־ מוכללות פונקציות .2 פרק

נגדיר:

δ (x) = lim
m→∞

ϕm (x)

δ (x) =

{

0 x 6= 0

∞ x = 0

ומתקיים:

∞̂

−∞

δ (x) dx = 1

δ הפונקציה תכונות 2.1.2

.1

δ (x− a) =

{

0 x 6= a

+∞ x = a

כן: וכמו

∞̂

−∞

δ (x− a) dx =

∞̂

−∞

δ (z) dz = 1

.2

∞̂

−∞

δ (x− a) f (x) dx =

a+ε
ˆ

a−ε

δ (x− a) f (x) dx = lim
ε→0

a+ε
ˆ

a−ε

δ (x− a) f (x) dx =

f (a)

a+ε
ˆ

a−ε

δ (x− a) dx = f (a)

∞̂

−∞

δ (x− a) dx = f (a)

.3

a 6= 0 δ (ax) =
1

|a|δ (x)

:|a| δ (ax) = δ (x) כי לראות נרצה הוכחה:

.δ (ax) = +∞ נקבל x = 0 ועבור δ (ax) = 0 כי נקבל x 6= 0 עבור כי לב נשים ראשית

כי: להראות נרצה

∞̂

−∞

|a| δ (ax) dx = 1

נקבל: a > 0 עבור

∞̂

−∞

aδ (ax) dx =
︸︷︷︸

ax = z
adx = dz

∞̂

−∞

δ (z) dz = 1
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דיראק של הדלתא פונצקיית .2.1 Generalized Functions ־ מוכללות פונקציות .2 פרק

נקבל: a < 0 עבור

∞̂

−∞

−aδ (ax) dx =
︸︷︷︸

ax = z
adx = dz

−
−∞
ˆ

+∞

δ (z) dz =

∞̂

−∞

δ (z) dz = 1

כנדרש.

סביב ϕ (x) ל טיילור קירוב נבצע .ϕ′ (x0) 6= 0 x0ומתקיים: בנקודה גזירה ϕ (x0) = 0 כאשר δ [ϕ (x)] .4

:ϕ (x0)

ϕ (x) = ϕ (x0)
︸ ︷︷ ︸

=0

+ϕ′ (x0) (x− x0) +
✘✘✘✘✘✘✘✘✘✿0
1

2!
ϕ′′ (x0) (x− x0)

2

︸ ︷︷ ︸

ε סביבת על מסתכלים אנו כי לקודם, ביחס קטן מאוד

+ . . .

טוב: בקירוב ולכן

δ [ϕ (x)] = δ [ϕ′ (x0) (x− x0)] =
1

|ϕ′ (x0)|
δ (x− x0)

(sin / cos (כגון ?ϕ (x) של אחת התאפסות מנקודת יותר יש כאשר קורה מה 2.1.5 הערה

נקבל:

δ [ϕ (x)] =

N∑

i=1

1

|ϕ′ (xi)|
δ (x− xi)

ϕ (x) של ההתאפסות נקודות כלל הן i = 1, . . . , N לכל xi כאשר

δ פונקציית של נגזרת 2.1.3

כי: נזכור .δ′ (x) שווה: למה לבחון נרצה

δm (x) =
m√
π
e−m2x2

ונקבל: δm את נגזור

δ′m (x) = −2m3x√
π
e−m2x2

היא ולכן חיובית היא x < 0 וכאשר שלילית, היא x > 0 כאשר

x

δ′m (x)

δ′m (x) :2.4 איור
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דיראק של הדלתא פונצקיית .2.1Generalized Functions ־ מוכללות פונקציות .2 פרק

כן: כמו

δ′′m (x) ∼
(

xe−m2x2
)′

= e−m2x2 − 2xe−m2x2

m2x

נדרוש:

e−m2x2 − 2xe−m2x2

m2x = 0

כי: נקבל

2x2m2 = 1 ⇒ xmin,max = ± 1√
2m

ומקסימום: מינימום נקודות

δ′m (xmin,max) = ∓
√

2

πe
m2

האפס, אל מתקרבים אנחנו כאשר אבל ,x לכל אפס שווה אשר פונקציה נקבל לאינסוף m את נשאיף אם כלומר,

הכיוון אל השלילי מהכיוון מגיעים אני (כאשר לאפס ונחזור אינסוף למינוס ונרד ,0 דרך נעבור ב0 לאינסוף, נעלה אנחנו

החיובי)

δ של יחידות 2.1.4

יהיו δ (x) של היחידות במטרים, הוא x כאשר δ (x) של במקרה הפרמטר. של ההופכיות היחידות הם δה של היחידות

כלומר: .1/m

[δ (x)] =
1

[x]

מימדי רב במקרה 2.1.5

δ (~r) =

{

∞ ~r = 0

0 ~r 6= 0

מתקיים: כן וכמו

˚

δ (~r) dxdydz = 1

למעשה: כי לב נשים

δ (~r) = δ (x) δ (y) δ (z)

היוצרות. לפונקציות לחזור צריך זאת, להוכיח כדי

כי: לב נשים אבל

∞̂

−∞

δ (x) dx

∞̂

−∞

δ (y) dy

∞̂

−∞

δ (z) dz = 1 · 1 · 1 = 1
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דיראק של הדלתא פונצקיית .2.1 Generalized Functions ־ מוכללות פונקציות .2 פרק

שלו: בצפיפות לדון נרצה M (x0, y0, z0) מאסיבי: (נקודתי) חלקיק בהנתן : 2.1.6 Pדוגמה
δ (x, y, z) =Mδ (x− x0) δ (y − y0) δ (z − z0)

המסה: את לקבל נרצה בנפח הצפיפות על האינגטגרל את נעשה שאם כיוון מסה? שם שמנו למה

˚

ρ (x, y, z) dxdydz =M

:M1, . . . ,MN חלקיקים, מספר של במקרה

ρ (x, y, z) =

N∑

i=1

Miδ (~r − ~ri)

נקודתיים: במטענים לדון נוכל לחלוטין דומה באופן

ρ (x, y, z) =

N∑

i=1

qiδ (~r − ~ri)

אפס בעובי המעטפת על מצטבר המטען כי יודעים אנו ,R ברדיוס טעון מוליך כדור של במקרה : 2.1.7 Pדוגמה
(בקירוב)

תהא: המטען צפיפות ולכן כדוריות. בקואורדינטות להשתמש יהיה קל כדורית, במערכת שמדובר בגלל

ρ (r, θ, ϕ) = A δ (r −R)

המערכת. של סימטריה משיקולי ϕול θ ל חשיבות אין כי לב נשים

כי: נדרוש האמפליטודה? מהיא כלומר ?δה של A המקדם מה אבל

ˆ

ρ (r, θ, ϕ) dV = Q⇒ 4π

∞̂

0

ρ (r) r2dr = 4πA

∞̂

0

δ (r −R) r2dr = 4πAR2 = Q⇒ A =
Q

4πR2

היא: זה במקרה המטען צפיפות ולכן

ρ (r, θϕ) =
Q

4πR2
δ (r −R)

אז: r של פונקציה הוא A ש שנניח כיוון חוקית היא מהאינטגרל Aה של ההוצאה כי לב נשים 2.1.8 הערה

ρ (r, θ, ϕ) = A (r) δ (r −R) ≡ A (R) δ (r −R)

מקרה בכל מתאפס שהוא כיוון r = R כאשר רק רלוונטי Aש כיוון יותר) (דיוק excess of accuracy למעשה וזהו

אחר.

δ
′ של אינטגרל 2.1.6

בסגנון: אינטגרלים לחשב נרצה

∞̂

−∞

f (x) δ′ (x− a) dx
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דיראק של הדלתא פונצקיית .2.1Generalized Functions ־ מוכללות פונקציות .2 פרק

כי: לב נשים

∞̂

−∞

f (x) δ′ (x− a) dx = f (x) δ (x− a)|∞−∞
︸ ︷︷ ︸

=0

−
∞̂

−∞

δ (x− a) f ′ (x) dx = −f ′ (a)

( lim
x→∞

f(x)
x = 0 בו: במקרה הוא לאפס (השיוויון
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דיראק של הדלתא פונצקיית .2.1Generalized Functions ־ מוכללות פונקציות .2 פרק

בדיפול. קורה מה לראות נרצה מונופול. מתארת δ כי לב נשים דיפול: 2.1.9 Pדוגמה
כך: נראה הגרף כי נזכור δ′mב נתבונן

x

δ′m (x)

δ′m (x):של גרף :2.5 איור

וכמו בהתאמה) אינסוף למינוס יורדים (או לאינסוף עולים הפיקים אזי גדל m ש וככל זוגית, אי פונקציה זו כי לב נשים

לזה. זה מתקרבים כן

בעזרת: לתיאור ניתן שלנו הדיפור כלומר לדיפול. דומה באופן כלומר

ρ (x) = −p0δ′ (x)

אינסוף. למינוס ויורד אפס דרך עובר לאינסוף עולה δ′ ,0 בסביבת כי לב נשים .δ′ = lim
m→∞

δ′m כאשר

אזי: זוגית δ′ ש בגלל כי לב נשים לאפס. שואף המטענים בין המרחק כאשר לדיפול זהה הדבר

∞̂

−∞

δ′ (x) dx = 0

את: לבחון נרצה לכן

∞̂

−∞

xδ′ (x) dx

הוא: הדיפול מומנט

P =

∞̂

−∞

~rρ (~r) dV

מימדי: החד ובמקרה

P =

∞̂

−∞

xρ (x) dx = −
∞̂

−∞

xp0δ
′ (x) dx = −p0 (−1) = p0

כלומר:

ρ (x) = −p0ρ′ (x)

דיפול! של מטען צפיפות למעשה זו
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Heaviside ־ המדרגה פונקציית .2.2Generalized Functions ־ מוכללות פונקציות .2 פרק

Heaviside ־ המדרגה פונקציית 2.2

הבא: באופן המוגדרת פונקצייה היא המדרגה) (פונקציית Heaviside פונקציית

θ (x) =

{

0 x < 0

1 x > 0

x

θ (x)

Heavisideה פונקציית :2.6 איור

כלומר: δ של קדומה פונקצייה למעשה היא Heaviside פונקציית כי לב נשים

θ (x) =

x
ˆ

−∞

δ (x′) dx′

מקבלים: אנו אז כי

θ (x) = 0 :x < 0 לכל .1

θ (x) = 1 :x > 0 לכל .2

:δ של היוצרות מהפונקציות אחת על נסתכל

δm (x) =
1

π
· m

1 +m2x2
−→
m→∞

δ (x)

x
ˆ

−∞

δm (x) dx =
1

π

x
ˆ

−∞

mdx

1 +m2x2
=

1

π

mx
ˆ

−∞

dz

1 + z2
=

1

π
arctan (z)

∣
∣
∣
∣

mx

−∞
=

1

π
[arctan (mx)− arctan (−∞)] =

1

π

[

arctan (mx) +
π

2

]

=
1

2
+

1

π
arctan (mx)
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Heaviside ־ המדרגה פונקציית .2.2Generalized Functions ־ מוכללות פונקציות .2 פרק

x

arctan (x)

Arctan :2.7 איור

כלומר המדרגה. פונקציית את נקבל m → ∞ כאשר ולכן לאסימפטוטה, יותר מהר יגיע הגרף יותר גדול mש ככל

.θ פונקציית של יוצרת פונקצייה הוא arctan זה במקרה

המדרגה: פונקציית של הקדומה הפונקציה את לבחון נרצה

x < 0 עבור .1

x
ˆ

−∞

θ (x′) dx′ = 0

:x > 0 עבור .2

x
ˆ

−∞

θ (x′) dx′ =

0
ˆ

−∞

θ (x′) dx′ +

x
ˆ

0

θ (x′) dx′ =

x
ˆ

0

1dx′ = x

קיבלנו: כלומר

x

x́

−∞
θ (x′) dx′

x́

−∞
θ (x′) dx′ :2.8 איור

כי: נבחין המדרגה, פונקציית של הנגזרת את לבחון נרצה

θ′ (x) = δ (x)
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רציפות לא פונקציות של גזירות .2.3Generalized Functions ־ מוכללות פונקציות .2 פרק

רציפות לא פונקציות של גזירות 2.3

y = |x| הפונקציה בפונקציה נתבונן : 2.3.1 Pדוגמה
x

y

y = |x| :2.9 איור

ונקבל: נגזור

|x|′ =
{

x′ = 1 x > 0

(−x)′ = −1 x < 0

x

|x|′

|x|′:של גרף :2.10 איור

למעשה: כי לב נשים

|x|′ = 2θ (x)− 1

ונקבל: שוב, אותה לגזור נרצה

|x|′′ = (2θ (x) − 1)
′
= 2θ′ (x) = 2δ (x)
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רציפות לא פונקציות של גזירות .2.3Generalized Functions ־ מוכללות פונקציות .2 פרק

y = 1
1+e1/x

הפונקציה : 2.3.2 Pדוגמה
.y′ שווה למה לבחון נרצה

נקבל: לגזירה שלנו הטבעית בגישה הולכים היינו אם

y′ =
1

(
1 + e1/x

)2 · e1/x · 1

x2

ונראה בפונקציה נתבונן הרציפות) אי (נקודת x = 0 כאשר קורה מה בודקים לא שאנו כיוון נכון, לגמרי לא זה אבל

כך: נראית שהיא

x

y

y = 1
1+e1/x

:2.11 איור

ולכן: lim
x→0−

y = 1 ואילו lim
x→0+

y = 0 כאשר כי לב נשים

y′ =
1

(
1 + e1/x

)2 · e1/x · 1

x2
− δ (x)
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3 פרק

Sturm-Liouville ־ ליוביל שטורם תורת

מבוא 3.1

רגילות דיפרנציאליות משוואות 3.1.1

ראשונה), מדרגה היא שהנגזרת (בגלל ראשון מסדר דיפרנציאלית משוואה נקראת F (x, y, y′) = 0 מהסגנון: פונקציה

.x לפי y של בנגזרת וגם yב גם x ב גם תלויה שהיא כיוון

שני מסדר דיפרנציאלית משוואה כבר היא F (x, y, y′, y′′) = 0 מהסגנון: פונקציה

: 3.1.1 Pדוגמה
x+ y + y′ + sin (y′′) = 0

xy + y′y′′ = 0

xy + y′′ = 0

ממשוואות אותן להבדיל כדי (Ordinary differential equations) רגילות דיפרנציאליות משוואות הן אלה משוואות

חלקיות. גזירות עם דיפרנציאליות

(למעשה שניים. להוסיף צריכים אנחנו שני, בסדר אחד. שרירותי קבוע להוסיף צריכים אנחנו ראשון, מסדר במשוואה

הפתרונות). מרחב מימד את קובע המשוואה סדר
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מבוא .3.1 Sturm-Liouville ־ ליוביל שטורם תורת .3 פרק

לינארית: משוואה שהיא מכיוון פשוטה, יחסית היא x+ y + y′ + y′′ = 0 מהסגנון משוואה : 3.1.2 Pדוגמה
y′′ + y′ + y = −x

ההומוגנית הבעיה את לפתור היא המשוואה את לפתור הדרך .xב תלות שקיימת כיוון הומוגנית, אי היא כן, וכמו

יהיה: המשוואה של הכללי הפתרון כי ונקבל yp פרטי פתרון ננחש מכן לאחר קבועים. שני שיכלול

ygen (x) = yhom (x,C1, C2) + yp (x)

הבא: באופן ההומוגני לפתרון נכנסים C1, C2 הקבועים אזי לינארית משוואה שזוהי כיוון

yhom (x,C1, C2) = C1Y1 (x) + C2Y2 (x)

לינארית והמשוואה שכיוון לב נשים לחוד, אחד כל ההומוגנית המשוואה את ופותרים תלויים בלתי הם Y1, Y2 כאשר

כן. גם המשוואה את יפתור בניהם שילוב כל אזי

הוא: הפרטי הפתרון כי לראות קל זה במקרה

yp = −x+ 1

[yhom + yp]
′′ + [yhom + yp]

′ + [yhom + yp] = −x

✘✘✘✘✘✘✘✘✘✘✿0

[y′′hom + y′hom + yhom] +
✘✘✘✘✘✘✘✿−x[
y′′p + y′p + yp

]
= −x

יחיד. ביטוי ולקבל המשוואות של הקבועים את לפתור נוכל שפה, ותנאי התחלה תנאי ונוסיף במידה

קושי בעיית ־ התחלה תנאי בעיית 3.1.2

זמן). של כפונקציה נמצא החלקיק איפה היא y (x) (כלומר הקואורדינטה היא y ו הזמן זה x אם ,y (x)

זה אבל מסה, שחסרה לב נשים ובזמן, במהירות במיקום, תלוי השקול הכוח (כלומר y′′
︸︷︷︸

תאוצה

= f (y, y′, t)
︸ ︷︷ ︸

כוח

ניוטון, לפי

(f בתוך שהיא נגיד קריטי, לא

באיזה כלומר: ההתחלה תנאי על מידע נוסיף אם בודד? לפתרון אותה נצמצם איך פתרונות! אינסוף יש זו למשוואה

שיהיה) (חשוב y0, y
′
0 כלומר: מתחילים אנו מהירות ובאיזה מתחילים, אנחנו נקודה

שפה תנאי בעיית 3.1.3

פונקציה: בהינתן

y′′ (x) + p (x) y′ (x) + q (x) y (x) = f (x) , a ≤ x ≤ b

שונות. נקודות ב2 תנאים יודעים אנו כלומר, .y (a) = α1, y (b) = α2 של: בסגנון תנאים הם השפה תנאי

הוא: הכללי הפתרון

ygen (x) = C1y1 (x) + C2y2 (x) + Y (x)

פרטי. פתרון הוא Y ו תלויים בלתי פתרונות הם y1, y2 כאשר

y (a) = C1y1 (a) + C2y2 (a) + Y (a) = α1

גם: לנו נתון כן, כמו

y (b) = C1y1 (b) + C2y2 (b) + Y (b) = α2
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מבוא .3.1Sturm-Liouville ־ ליוביל שטורם תורת .3 פרק

אלגבראיות: משוואות של סט קיבלנו כלומר

{

y1 (a)C1 + y2 (a)C2 = α1 − Y (a)

y1 (b)C1 + y2 (b)C2 = α2 − Y (b)

הנ״ל. הדיפרנציאלית למשוואה פתרונות אינסוף או כלל, פתרונות אין יחיד, פתרון שיהיה ייתכן כי לב נשים

אם: שמאל. אגף של בדטרמיננטה תלוי הדבר

∆ =

∣
∣
∣
∣

y1 (a) y2 (a)
y1 (b) y2 (b)

∣
∣
∣
∣
6= 0

יחיד. פתרון יש למשוואה אזי

היא: המשנית הדטרמיננטה אז אפס היא המקורית הדטרמיננה אם

∆C1 =

∣
∣
∣
∣

α1 − Y (a) y2 (a)
α2 − Y (b) y2 (b)

∣
∣
∣
∣

למערכת. כלל פתרונות אין אזי ∆C1 6= 0 והיא במידה פתרונות. של אינסופי מספר יש אז ∆C1 = 0 אם
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מבוא .3.1Sturm-Liouville ־ ליוביל שטורם תורת .3 פרק

: 3.1.3 Pדוגמה
y′′ (x) + λy (x) = f (x)

.0 ≤ x ≤ l כאשר

y (0) = α1, y (l) = α2

ההומוגנית: המשוואה את נפתור ראשית

y′′ (x) + λy (x) = 0 ⇒ y′′ (x) = −λy (x)

:λ > 0 אם

ygen (x) = C1 cos
(√

λx
)

+ C2 sin
(√

λx
)

y = eγx שננחש כיוון

y′′ + λy = 0 ⇒ y = eγx γ2 + λ = 0 ⇒ γ = ±
√
λi

את למצוא נרצה מושכל. באופן קוסינוס סינוס לנחש יכולנו מראש אבל קוסינוס. סינוס משוואות קיבלנו כלומר

:C1, C2 הקבועים

C1 cos
(√

λ · 0
)

+ C2 sin
(√

λ · 0
)

+ Y (0) = α1 ⇒ C1 + Y (0) = α1

בנוסף:

C1 cos
(√

λ · l
)

+ C2 sin
(√

λ · l
)

+ Y (l) = α2

C2 sin
(√

λ · l
)

= α2 − Y (l)− (α1 − Y (0)) cos
(√

λ · l
)

sin
(√

λ · l
)

6= 0

כלומר:

√
λ · l 6= πn

פתרון. קיים ־ λ 6= π2n2

l2 .1

פתרונות). אינסוף (או פתרון קיים לא λ־ = π2n2

l2 .2
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Linear differential operator ־ לינארי דיפרנציאלי אופרטור .3.2Sturm-Liouville ־ ליוביל שטורם תורת .3 פרק

המשוואה: : 3.1.4 Pדוגמה
y′′ (x) + λy (x) = 0

כאשר:

y (0) = 0, y (l) = 0

.λn = π2n2

l2 כאשר ההפך! בדיוק דווקא הפתרונות כי נקבל מוגנית

הם: האפשריים הפתרונות כי נקבל

yn = A sin
(√

λnx
)

= An sin
πnx

l

.λ = −γ2, γ > 0 היא: המשוואה λ < 0 בו במקרה

y′′ − γ2y = 0

yhen = C1e
γx + C2e

γx

∆ =

∣
∣
∣
∣

y1 (0) y2 (0)
y1 (l) y2 (l)

∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣

1 1
eγl e−γl

∣
∣
∣
∣
= e−γl − eγl = −2 sinh (γl) 6= 0

אחרים. פתרונות ואין טריוויאלי, פתרון רק יש ולכן γ > 0 ש כייון

טריוויאלית: משוואה נקבל λ = 0 בו במקרה

y′′ = 0

הוא: הכללי הפתרון

y = C1x+ C2

נקבל: לכן

y (0) = C2 = 0

y (l) = C1l = 0 ⇒ C1 = 0

C1 = 0 לכן

22/11/2011

Linear differential operator ־ לינארי דיפרנציאלי אופרטור 3.2

הבא: מהסוג ביטוי הוא לינארי דיפרנציאלי אופרטור

L̂u (x) = p0 (x)
d2u (x)

dx2
+ p1 (x)

du (x)

dx
+ pz (x) u (x)

כלומר:

L̂ = p0 (x)
d2

dx2
+ p1 (x)

d

dx
+ p2 (x)

המקרה: את נקבל p1 = ו:0 p0 = p2 = 1 בו: במקרה : 3.2.1 Pדוגמה
u′′ + u = 0
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Linear differential operator ־ לינארי דיפרנציאלי אופרטור .3.2Sturm-Liouville ־ ליוביל שטורם תורת .3 פרק

:Adjoint operator ־ צמוד אופרטור 3.2.2 הגדרה

Lu =
d2

dx2
(p0u)−

d

dx
(p1u) + p2u

כלומר: לעצמו, צמוד האופרטור בהם מקרים נחפש

Lu = Lu

כלומר:

d2

dx2
(p0u)−

d

dx
(p1u) + p2u = p0

d2

dx2
u+ p1

d

dx
u+ p2u

כי: לב נשים

d

dx
p0u = p′0u+ p0u

′

Lu = p′′0u+ 2p′0u
′ + p0u

′′ − p′1u− p1u
′ + p2u = p0u

′′ + (2p′0 − p1)u
′ + (p′′0 − p′1 + p2)u

כי: נדרש Lu = Lu ש מנת על כלומר
{

2p′0 − p1 = p1

p′′0 − p′1 + p2 = p2
⇒
{

p1 = p′0
p′′0 = p′1

מהמבנה: בהכרח הוא (Selft adjoint) לעצמו צמוד אופרטור כלומר

Lu = Lu = p0 (x) u
′′ + p′0u

′ + p2u =
d

dx

(

p0
du

dx

)

+ p2u

נוח: יותר קצת בכתיב לחילופין או

Lu = Lu =
d

dx

[

p (x)
du

dx

]

+ q (x) u (x)

אם: הרמיטי נקרא L̂ האופרטור :Hermitian operator ־ הרמיטי אופרטור 3.2.3 הגדרה

b
ˆ

a

u∗ (x) L̂v (x) dx =

b
ˆ

a

v (x) L̂u∗ (x) dx

.u∗ (x) = u אז ממשית פונקציה עבור .u (x) של הצמוד את מחזיר u∗ (x) 3.2.4 הערה

הרמיטי: הוא אזי לעצמו, צמוד האופרטור אם כי נראה

b
ˆ

a

u∗Lvdx =

b
ˆ

a

u∗
d

dx

(

p
dv

dx

)

dx+

b
ˆ

a

qu∗vdx = u∗pv′|ba +
b
ˆ

a

(

qu∗v − p
dv

dx

du∗

dx

)

dx

b
ˆ

a

vLu∗dx =

b
ˆ

a

v
d

dx

(

p
du∗

dx

)

dx+

b
ˆ

a

qu∗vdx = vp
du∗

dx

∣
∣
∣
∣

b

a

+

b
ˆ

a

(

qu∗v − p
dv

dx

du∗

dx

)

dx

כי: לב נשים

b
ˆ

a

vLu∗dx =

b
ˆ

a

u∗Lvdx

28



ליוביל שטורם משפט .3.3 Sturm-Liouville ־ ליוביל שטורם תורת .3 פרק

אם:

u∗pv′|ba = vp
du∗

dx

∣
∣
∣
∣

b

a

קצה בנקודות במתאפסות xב שלהן הנגזרות לחילופין או קצה, בנקודות מתאפסים v, u∗ הם: לדוגמה שפה תנאי

ועוד... ,u∗ = v

בביטוי: נתבונן הרמיטי. אופרטור הוא L כי נניח

Lu (x) + λw (x) u (x) = 0

בהמשך) נגביל זה. בשלב לפחות הכללי במקרה נדון אנו אבל ,w (x) = 1 הפשוט (במקרה

λ של לערך מתאימה אשר uλ (x) פנוקצייה: קיימת

: 3.2.5 Pדוגמה






u′′ (x) + λu (x) = 0

u (x = 0) = 0

u (x = L) = 0

⇒







L = d2

dx2

p (x) = 1

q (x) = 0

ω (x) = 1

את מקיים u = 0 כי ברור בהמשך). נלמד לעצמו, לצמוד אותו להפוך דרך (קיים לעצמו וצמוד הרמיטי L כי נניח

הטריוויאלי. הפתרון זהו המשוואה,

טריוויאלים? לא פתרונות קיימים האם

ליוביל שטורם משפט 3.3

3.3.1 משפט

Sturm-Liouville
מרוכבים) לא (כלומר ממשיים הם הנ״ל הבעיה של העצמיים הערכים כל .1

אורתוגונליות הן העצמיות הפונקציות כל .2

שלמה קבוצה מהוות העצמיות הפונקציות .3

המכפלה אם אורתוגונלים אם נקראים וקטורים כי נזכור אורתוגונליות, פונקציות של המשמעות מה נבין ראשית

זה במקרה פונקציות עבור פנימית מכפלה להגדיר נרצה לאפס. שווה שלהם הפנימית

המכפלה זה, במקרה :(Scalar Product - Inner Product) פנימית מכפלה ־ סקלרית מכפלה 3.3.2 הגדרה

היא: ui, uj פונקציות של הפנימית

ui · uj =
b
ˆ

a

u∗i (x) uj (x)w (x) dx

ניתנות וכו׳) רציפות אי נקודות כדי (עד פונקציה כל כלומר . f (x) =
∞∑

i=1

ciui (x) ש: היא שלמה קבוצה של התכונה

הוכחה: העצמיות. הפונקציות של כסכום ליצוג

ui ממשי. אופרטור L ש נניח עצמיות. פונצקיות הן ui, uj שונות) בהכרח (לא עצמיות פונקציות שתי נקח כעת .1

לכן: עצמית פונקציה

Lui + λiwui = 0

ונקבל: לביטוי בצמוד נביט ,uj עבור גם דומה באופן

Lu∗j + λ∗jwu
∗
j = 0
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:ui ב השניה ואת u∗j ב הראשונה המשוואה את נכפול

u∗jLui + λiwuiu
∗
j = 0

uiLu
∗
j + λ∗jwuiu

∗
j = 0

ונקבל: המשוואות ל2 אינטגרציה נבצע

{
´ b

a u
∗
jLuidx+ λi

´ b

a wuiu
∗
jdx = 0

´ b

a
uiLu

∗
jdx+ λ∗j

´ b

a
wuiu

∗
jdx = 0

ונקבל: מהשניה אחת המשוואת את נפחית

b
ˆ

a

u∗jLuidx−
b
ˆ

a

uiLu
∗
jdx+

(
λi − λ∗j

)
b
ˆ

a

wuiu
∗
jdx = 0

כלומר:
´ b

a u
∗
jLuidx =

´ b

a uiLu
∗
jdx ולכן הרמיטי אופרטור זהו אבל

(
λi − λ∗j

)
b
ˆ

a

wuiu
∗
jdx = 0

נקבל: i = j ו במידה

(λi − λ∗i )

b
ˆ

a

w |ui|2 dx = 0

העצמיים הערכים ולכן (λi − λ∗i ) או: טריוויאלי) (פתרון ui = 0 עבור רק מתאפס שהביטוי לב נשים אבל

ממשיים. בהכרח

קיבלנו: i 6= j ש במקרה .2

(λi − λj)

b
ˆ

a

wuiu
∗
jdx = 0

כי: נקבל אז λi 6= λj כי גם נניח

b
ˆ

a

wuiu
∗
jdx = 0 ⇒ ui⊥uj

הבא: באופן הנ״ל במרחב f פונקציה לייצג שניתן לב נשים דיסקרטי הוא העצמיים הוקטורים של אוסף כי נניח .3

f (x) =
∞∑

n=1

anun (x)

קודמים: מסעיפים

Lun (x) + λnw (x) un (x) = 0

:um העצמית הפונקציה עם אגפים שני של פנימית מכפלה נבצע

um · f (x) =
∞∑

n=1

anum · un
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היא: הפנימית המכפלה הגדרת כי נזכור

ui · uj =
b
ˆ

a

u∗i ujwdx

לאפס שווה הפנימית המכפלה כי נקבל i 6= j לכל לכן אורתוגונליות הן העצמיות הפונקציות כי ראינו אבל

כלומר:

ui · uj ∼ δi,j

j = i⇒ ui · ui =
b
ˆ

a

uiu
∗
iwdx =

b
ˆ

a

|ui|2 wdx = Ai

נסמן:

ũi =
ui√
Ai

ũi · ũi =
1√
Ai

· 1√
Ai

ui · ui =
1

Ai
Ai = 1

לאורתונורמלי). הבסיס את הפכנו (כלומר

ב: להתבונן נחזור

um · f (x) =
∞∑

n=1

anum · un

כי: נקבל שוב) אותו ונבחן שמידט גראם עליו נבצע אז לא, (אם אורתונורמלי כבר ui הבסיס כי נניח

um · f (x) = am

הם: שלנו הפרישה מקדמי כי קיבלנו לכן

an = un · f (x)

כלומר:

an =

b
ˆ

a

u∗nf (x)w (x) dx

באופרטור: נתבונן

Lu = p0 (x)
d2u

dx2
+ p1 (x)

du

dx
+ p2 (x)u

.p′0 6= p1 (x) כלומר: לעצמו, צמוד יהיה לא שהוא נדרוש

חדש: אופרטור נגדיר

L̃u =
ϕ (x)

p0
Lu = ϕ (x)u′′ +

ϕ (x) p1 (x)

p0 (x)
u′ +

ϕp2 (x)

p0 (x)
u

כלומר: לעצמו צמוד יהיה L̃ש נדרוש

ϕ′ (x) =
ϕ (x) p1 (x)

p0 (x)
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משתנים: הפרדת לעשות ניתן פשוטה, אפילו והיא ϕ (x) של דיפרנציאלית משוואה זו כי לב נשים

dϕ

ϕ
=
p1 (x)

p0 (x)
dx

ונקבל:

lnϕ (x) =

x
ˆ

p1 (x
′)

p0 (x′)
dx′ + lnC ⇒ ϕ (x) = ��✒

1
Ce
´ x p1(x′)

p0(x′)
dx′

תתקיים עדיין שהמשוואה לראות נרצה חדש, אופרטור קיבלנו כי לב נשים אבל מעניין. לא הוא לכן C = 1 נבחר

כלומר:

Lu+ λwu = 0

ונקבל:
ϕ(x)
p0(x)

ב האגפים שני את נכפול כאן גם

ϕ (x)

p0 (x)
Lu+

λϕ (x)w (x)

p0 (x)
u = 0

ונקבל: w̃ (x) = ϕ(x)w(x)
p0(x)

נסמן

L̃u+ λw̃ (x) u = 0

u′′ (x) + λu (x) = 0 : 3.3.3 Pדוגמה
u′′ = λu

:Legendre Equation 3.3.4 הגדרה

(1− x)
2
u′′ − 2xu′ + λu = 0

סינגולריות. נקודות נקראות אלו נקודות מתאפס. השניה הנגזרת של המקדם נקודות ב2 אבל הרמטית, במשוואה מדובר

סינגולריות נקודות עם מתמודדת לא Sturm-Lioville תאוריית כי −1, 1 הם זו משוואה לפתרון אופייני קטע גבולות

הבעיה: של הספקטרום שפה. תנאי לדרוש נוכל לא סינגולריות, נקודות יש שבקצוות מכיוון הקטע. בתוך

λ = n (n+ 1) n = 0, 1, 2, . . .

Bessel Equation 3.3.5 הגדרה

x2u′′ + xu′ +
(
x2 − λ2

)
u = 0

ונקבל: x ב הנ״ל המשוואה את נחלק

xu′′ + u′ +

(

x− λ2

x

)

u = 0

לעצמו. צמוד אופרטור ונקבל
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כי: לב נשים

x2u′′ + xu′ + x2u
︸ ︷︷ ︸

Lu

−λ2u

ונקבל: w = 1
x נסמן

xu′′ + u′ + xu
︸ ︷︷ ︸

L̃u

−λ2 1

x
︸︷︷︸

w

u

גרין פונקציית ־ הומוגניות לא בעיות 3.3.1

הבאה: בבעיה נתבונן

Lu (x) − λu (x) = f (x)

הבאה: מהצורה היא מימדי החד במקרה הגלים משוואת : 3.3.6 Pדוגמה
∂2u

∂t2
− c2

∂2u

∂x2
= 0

הכוח חישוב בגלים, הראשונות מההרצאות המיתר דוגמת את נזכור הנ״ל. המשוואה את מקבלים איך להבין נרצה

וכו׳. מחזיר

משתנה אף (אולי מגנטי בשדה המיתר את ושמים זרם בו מזרימים לדוגמה חיצוניים, כוחות עליו מפעילים ואנו במידה

נקבל: בזמן)

∂2u

∂t2
− c2

∂2u

∂x2
= f (x)

יהיה ניתן ולכן סטטי למצב יגיעו והחיכוך שפועל החיצוני הכוח זמן, הרבה לאחר אז במערכת חיכוך יש בהם במקרים

ונקבל: t לפי מהנגזרת להתעלם

−c2∂
2u

∂x2
= f (x) =⇒

F (x)=− f(x)

c2

∂2u

∂x2
= F (x)

הכללי: למקרה לחזור נרצה

Lu (x)− λu (x) = f (x) + bcs
︸︷︷︸

Boundary Conditions

אז: un (x) , λn את: כלומר הומוגני פתרון כבר שמצאנו נניח

u (x) =
∑

n

cnun (x)

הפונקציות: אותם על f (x) את נפרוש

f (x) =
∑

n

dnun (x)

הבסיס את שנרמלנו (בהנחה .dn = un · f כי: נזכור .f את מכירים שאנו כיוון פרטים, יודעים כבר אנו זה במקרה

(un
∑

n

cnLun − λ
∑

n

cnun =
∑

n

dnun
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ולכן: הטרנספורמציה. של עצמי וקטור un כי , Lun = λnun כן: כמו

∑

n

cn (λn − λ)un =
∑

n

dnun

כי: נקבל ולכן

∀n dn = cn (λn − λ) ⇒ dn
(λn − λ)

= cn

כרגע. בו נדון ולא מיוחד, מקרה זהו כלשהו? n עבור λn = λ כאשר קורה מה אבל

u (x) =
∑

n

dn
λn − λ

un (x) =
∑

n

unun · f
λn − λ

=
∑

n

un (x)

λn − λ

b
ˆ

a

u∗n (x
′) f (x′) dx′ =

b
ˆ

a

G (x, x′) f (x′) dx′

הבא: באופן G את מגדירים אנו כאשר

G (x, x′) =
∑

n

un (x) u
∗
n (x

′)

λn − λ

גרין פונקציית נקראת וזו

ש: בכך השתמשנו 3.3.7 הערה

f · g = (g · f)∗

ממשיות. העצמיות שהפונקציות מניחים אנו אבל

בו: במקרה נתבונן : 3.3.8 Pדוגמה
f (x) = δ (x− x1)

a < x!, b כאשר

u (x) =

b
ˆ

a

G (x, x′) δ (x′ − x1) dx
′ = G (x, x1)

,x′ ∈ (a, b)

f (x) = δ (x− x′) ⇒ u (x, x′) = G (x, x′)

לכן:

G (x, x′) : LG (x, x′)− λG (x, x′) = δ (x− x′)

הומוגניים. שפה תנאי מקיים G

G (x′, x) = [G (x, x′)]
∗

ש: בגלל

=

[
∑

n

un (x) u
∗
n (x

′)

λn − λ

]∗

=
∑

n

u∗n (x) un (x
′)

λn − λ

כנדרש.
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ונקבל: אחורה צעדים כמה נחזור .λ = λn ש כך n קיים בו במקרה לדון נרצה

cn (λn − λ) = dn ⇒ ck (λk − λk)
︸ ︷︷ ︸

0

= dk ⇒ ck · 0 = dk

וקיים ייתכן אזי dk = 0 בהם במקרים הפתרון. את יקיים אשר ck קיים לא כי ברור אזי dk 6= 0 אם כי לב נשים

פתרון.
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L = d2

dx2 , λ = −k2 באופרטור: נתבונן : 3.3.9 Pדוגמה
u′′ + k2u = f (x)

.0 < x < l .u (0) = u (l) = 0 השפה: תנאי כן, כמו

הרמיטי: האופרטור כי לב נשים 3.3.10 הערה

1 · u′′ + 0 · u′

ההומוגנית: במשוואה נתבונן

u′′ + k2u = 0

u (x) = A cos (kx) +B sin (kx)

נקבל: הראשון מהתנאי

0 = u (0) = A cos (k · 0) +B sin (k · 0) = A⇒ A = 0

השני: ומהתנאי

u (l) = 0 ⇒ B sin kx = 0 ⇒ knl = πn, n ∈ N

u (x) = Bn sin
πnx

l
, n ∈ N

un · un =

l
ˆ

0

u2n (x) dx = 1

B2
n

l
ˆ

0

sin2
πnx

l
dx =

B2
nl

2
= 1 ⇒ Bn =

√

2

l

{

un (x) =
√

2
l sin

nπx
l

λn = −k2n = −π2n2

l2

n ∈ N

G (x, x′) =
2

l

∞∑

n=1

sin nπx
l sin nπx′

l

k2 − π2n2

l2

.k 6= πn
l כאשר היטב מוגדר ביטוי זהו כי לב נשים

d2G

dx2
+ k2G = δ (x− x′) , G (x = 0) = G (x = l) = 0

0 < x < x′ G> (x) = a sin kx

x′ < x < l G< (x) = b sin [k (x− l)]

כי: נדרוש

G< (x = x′) = G> (x = x′)

שפיץ. שם נקבל
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באופרטור: נתבונן

G (x) :
d

dx

[

p (x)
dG

dx

]

− λG (x) = δ (x− x′) , a < x′ < b

לאפס). שווה הפונקציה ערך או נגזרת או (כלומר, הומוגניים שפה תנאי עם

את: לפתור איך יודעים שאנו נניח

d

dx

[

p (x)
dG

dx

]

− λG (x) = 0

דבר) לעשות נוכל לא יכולים, לא ואנחנו במידה אפשרי. בהכרח (לא

G (x) =

{

C1y1 (x) a < x < x′

C2y2 (x) x′ < x < b

בהכרח: כן כמו השפה. תנאי את מקיימות הנ״ל הפונקציות כי נדרוש

G< (x = x′) = G> (x = x′)

כזה גורם לנו אין אבל ,δ של נגזרת מקבלים היינו רציפה, הייתה לא היא אם ולכן ,G את פעמיים גוזרים שאנו מכיוון

ימין. באגף

האגפים שני על אינטגרל נבצע

p (x)
dG>

dx

∣
∣
∣
∣
x=x′

− p (x)
dG<

dx

∣
∣
∣
∣
x=x′

= 1

dG>

dx

∣
∣
∣
∣
x=x′

− dG<

dx

∣
∣
∣
∣
x=x′

=
1

p (x′)

מהרציפות:

C1y1 (x
′)− C2y2 (x

′) = 0

הקודם: ומהביטוי

C1y
′
1 (x

′)− C2y
′
2 (x

′) = − 1

p (x′)

הראשית: הדטרמיננטה את נחשב

∆ =

∣
∣
∣
∣

y1 (x
′) −y2 (x′)

y′1 (x
′) −y′2 (x′)

∣
∣
∣
∣
= − (y1y

′
2 − y′1y2) = −W

המשנית: והדטרמיננטה

∆C1 =

∣
∣
∣
∣

0 −y2
− 1

p(x′) −y′2

∣
∣
∣
∣
= −y2 (x

′)

p (x′)

∆C2 =

∣
∣
∣
∣

y1 0
y′1 − 1

p(x′)

∣
∣
∣
∣
= −y1 (x

′)

p (x′)

C1 =
y2 (x

′)

p (x′)W (x′)

C2 =
y1 (x

′)

p (x′)W (x′)
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ליוביל שטורם משפט .3.3Sturm-Liouville ־ ליוביל שטורם תורת .3 פרק

נקבל: ולכן

G (x, x′) =







y1(x)y2(x′)
p(x′)W (x′) a < x < x′

y1(x′)y2(x)

p(x′)W (x′) x′ < x < b

למכנה? בנוגע מה אבל בסדר, נראה המונה ,x′ל x בין להחלפה סימטריה כאן אין כאילו נראה זה ראשון, במבט

.x′ל העדפה יש כאילו נראה

כי: לראות נרצה קבוע. הוא p (x′)W (x′) כי: נבחין אבל

d

dx
[p (x)W (x)] = 0

d

dx
[p (x)W (x)] =

d

dx
(py1y

′
2 − py′1y2) =

p′y1y
′
2 +✟✟✟py′1y

′
2 + py1y

′′
2 − p′′y1y2 − py′′1y2 −✟✟✟py′1y

′
2 =

y1 (p
′y′2 + py′′2 )− y2 (p

′y′1 + py′′1 ) =
︸︷︷︸

הומוגניות

y1
d

dx

(
dy2
dx

)

− y2
d

dx

(

p
dy1
dx

)

= y1λy2 − y2λy1 = 0

לכתוב: אפשר ולכן

G (x, x′) =







y1(x)y2(x′)
p(a)W (a) a < x < x′

y1(x′)y2(x)

p(a)W (a) x′ < x < b

בקטע) אחרת נקודה כל a במקום (או
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4 פרק

PDE: ־ חלקיות דיפרנציאליות משוואות

Partial differential equations

לדוגמה: אותה. המתארת חלקית דיפרנציאלית ומשוואה משתנים, 2 של פונקציה u (x, y) בהינתן

x
∂u

∂x
− y

∂u

∂y
= 0

המקסימלית. הנגזרת סדר לפי רגילות, דיפרנציאליות במשוואות כמו נקבע חלקית דיפרנציאלית משוואה של הסדר

שני: מסדר למשוואה דוגמה

∂u

∂y
= D

∂u2

∂x2

נוספת: משוואה

∇2u =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2
= 0

הומוגני: הלא במקרה או

∇2u =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2
= ρ (x, y, z)

:u (x, y) פשוטה הכי החלקית הדיפרנציאלית המשוואה : 4.0.11 Pדוגמה
∂u

∂x
= 0

כי: נקבל כלומר

u = f (y)

שרירותית. פונקציה היא f כאשר

: 4.0.12 Pדוגמה
∂u

∂x
= g (x)

u (x, y) =

x
ˆ

0

g (x′) dx′ + h (y)
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כללית משוואה .4.1 PDE: Partial differential equations ־ חלקיות דיפרנציאליות משוואות .4 פרק

כללית משוואה 4.1

הבאה: הדיפרנציאלית במשוואה נתבונן

A (x, y)
∂u

∂x
+B (x, y)

∂u

∂y
= 0

וקטורי: שדה נגדיר

~a (x, y) =

(
A (x, y)
B (x, y)

)

~∇u =

( ∂u
∂x
∂u
∂y

)

ולכן:

~a (x, y) · ~∇u (x, y) = 0

וקטורי כלומר, .u הפונקציה של הגובה לקו ניצב הגרדיאנט כי נזכור אבל ניצבים. הם הנ״ל והשדה הגראדיאנט כלומר,

הגובה. לקווי מקבילים שלנו, השדה

כי: לב נשים

dy

dx
= tanα =

ay (x, y)

ax (x, y)

רגילה: דיפרנציאלית משוואה קיבלנו כלומר,

y′ = ϕ (x, y)

dx

ax (x, y)
=

dy

ay (x, y)

נקבל:

u1 (x, y) = C1

נקבל: שלנו במקרה

dx

A (x, y)
=

dy

B (x, y)

(Characteristics equation) הקרקטריטיקות משוואת נקראת זו משוואה

.~a של השדה קווי הן קבועה, u עליהן המסילות כלומר,

המשוואה: של הכללי הפתרון לכן

ugeneral (x, y) = F [u1 (x, y)]

כאשר:

u1 (x, y) = C1

הדיפרנציאלית: במשוואה אותה נציב כלשהי. כללית פונקצייה היא F ו

u = F [u1 (x, y)]
︸ ︷︷ ︸

u1
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כללית משוואה .4.1 PDE: Partial differential equations ־ חלקיות דיפרנציאליות משוואות .4 פרק

A (x, y) · F ′
u1

∂u1
∂x

+B (x, y) · F ′
u1

∂u1
∂y

פתרון. u1 ש נראה

ax
∂u1
∂x

+ ay
∂u1
∂y

?
= 0

u1 (x, y) = C1 ⇒ ∂u1
∂x

dx+
∂u1
∂y

dy = 0

הקריסטיקות: ממשוואת

dy =
ay
ax

dx

ולכן:

dx

(
∂u1
∂x

+
∂u1
∂y

ay
ax

)

= 0 ⇒ 1

ax
dx

(

ax
∂u1
∂x

+ ay
∂u1
∂y

)

= 0

בהכרח: ולכן

ax
∂u1
∂x

+ ay
∂u1
∂y

= 0

פונקציה כל מזאת, יתרה

ugen (x, y) = F [u1 (x, y)]

המשוואה: את תפתור

axF
′
u1

∂u1
∂x

+ ayF
′
u1

∂u1
∂y

= F ′
u1

(

ax
∂u1
∂x

+ ay
∂u1
∂y

)

= F ′
u1

· 0 = 0

: 4.1.1 Pדוגמה
x
∂u

∂x
+ y

∂u

∂y
= 0

כי: לב נשים המשוואה, את פותר u1 = y
x כי ברור

u = F
( y

x

)

xF ′
u1

(

− y

x2

)

+ yF ′
u1

1

x
= 0

גזירה. F פונקציה לכל המשוואה את פותר u גם כלומר

מימדים שלושה 4.1.1

~a (x, y, z) · ~∇u (x, y, z) = 0

~a = [A (x, y, z) , B (x, y, z) , C (x, y, z)]

A
∂u

∂x
+B

∂u

∂y
+ C

∂u

∂z
= 0
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כללית משוואה .4.1 PDE: Partial differential equations ־ חלקיות דיפרנציאליות משוואות .4 פרק

.u (x, y, z) =? למצוא נרצה

dx

A (x, y, z)
=

dy

B (x, y, z)
=

dz

C (x, y, z)

משוואות 2 לנו יש זה במקרה כי לב נשים

F1 (x, y, z) = C1

F2 (x, y, z) = C2

כפתרון נמצאה היא שרירותית, פונקצייה לא היא F1) פרטי פתרון זהו כי נראה .u = F1 (x, y, z) אם קורה מה נבדוק

למעלה) למשוואה

לכן: קבוע, הוא F1

dF1 =
∂F1

∂x
dx+

∂F1

∂y
dy +

∂F1

∂z
dz = 0

שני: מצד

=
∂F1

∂x
dx+

∂F1

∂y

B

A
dx+

∂F1

∂z

C

A
dx =

dx

A

(

A
∂F1

∂x
+B

∂F1

∂y
+ C

∂F1

∂z

)

= 0

ולכן:

A
∂F1

∂x
+B

∂F1

∂y
+ C

∂F1

∂z
= 0

פתרון. היא F2 גם כי ברור כנדרש.

4.1.2 הערה

{
dy
dx = B(c,y,z)

A(x,y,z)
dz
dx = C(x,y,z)

A(x,y,z)

כי: שנקבל כיוון הבעיה על להסתכל דרך עוד זו למעשה

y (x,C1, C2)

z (x,C1, C2)

ל שקול זה כי לב נשים

F1 (x, y, z) = C1

F2 (x, y, z) = C2

כל: גם אלא פותרת לעצמה F1 רק לא כאן, גם

ugen (x, y, z) = F [F1 (x, y, z) , F2 (x, y, z)]

כי: לב נשים

A
∂F

∂F1

∂F1

∂x
+A

∂F

∂F2

∂F2

∂x
+B

∂F

∂F1

∂F1

∂y
+B

∂F

∂F2

∂F2

∂y
+ C

∂F

∂F1

∂F1

∂z
+A

∂F

∂F2

∂F2

∂z
=

∂F

∂F1

(

A
∂F1

∂x
+B

∂F1

∂y
+ C

∂F1

∂z

)

︸ ︷︷ ︸

=0

+
∂F

∂F2

(

A
∂F2

∂x
+B

∂F2

∂y
+ C

∂F2

∂z

)

︸ ︷︷ ︸

=0

= 0

כנדרש.
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קושי בעיית .4.2PDE: Partial differential equations ־ חלקיות דיפרנציאליות משוואות .4 פרק

מימדים n 4.1.2

n∑

i=1

Xi (x1, x2, . . . , xn)
∂u

∂xi
= 0

dx1
X1

=
dx2
X2

= . . . =
dxn
Xn

משטחים, n− 1 של חיתוך למעשה נקבל אותם לפתור הצלחנו ואם דיפרנציאליות, משוואות n− 1 של סט זהו למעשה

מימדי) n (במרחב קו לנו יתן שלהם החיתוך אשר

ui (x1, x1, . . . , xn) = Ci

הוא: הכללי הפתרון ולכן ,1 ≤ i ≤ n− 1 לכל

ugen = F (u1, . . . , un−1)

קושי בעיית 4.2

מדוייק). לא מהמינוחים אחד אף שפה, בעיית (או התחלה״ ״תנאי נוסיף

המשוואה: עבור

X1
∂u

∂x
+X2

∂u

∂y
= 0

כללי: פתרון בהינתן

z = F (u1)

לתנאים. המתאימה F הפונקציה את למצוא נרצה

{

f (x, y, z) = 0

f1 (x, y, z) = 0

שגם: כמובן עקומה. מגדירות הנ״ל המשוואות שני

z = C2

נוסף. טריוויאלי פתרון הוא

נקבל: הנ״ל מהמשוואות u1 (x, y) = C1

φ (C1, C2) = 0
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מימדים nב הומוגנית לא בעיה .4.3PDE: Partial differential equations ־ חלקיות דיפרנציאליות משוואות .4 פרק

: 4.2.1 Pדוגמה
u→ z z (x, y)

y
∂z

∂x
− x

∂z

∂y
= 0

{

y2 + z2 = R2

x = 0

הקריסטיקות: משוואת את נפתור

dx

y
=

dy

−x

xdx + ydy = 0

x2 + y2 = C1







x2 + y2 = C1

y2 + z2 = R2

x = 0

z = C2

כלומר:

C1 + C2
2 = R2 ⇒ x2 + y2 + z2 = R2

ספרה קיבלנו כלומר

z = ±
√

R2 − x2 − y2

מימדים nב הומוגנית לא בעיה 4.3

משתנים: n של במקרה

Y1
∂u

∂x1
+ Y2

∂u

∂x2
+ . . .+ Yn

∂u

∂xn
= Yn+1

כאשר:

Yi (x1, x2, . . . , xn, u)

מהצורה: הוא זה במקרה הכללי הפתרון

ugen (x1, x2, . . . , xn) = F (u1, u2, . . . , un−1)

: 4.3.1 Pדוגמה
∂u

∂x
+ u

∂u

∂y
= 0

(Quasi-linear ־ לינארית קוואזי לה קוראים המתמטיקאים לה, קוראים הפיסיקאים (כך לינארית לא היא זו, משוואה
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מימדים nב הומוגנית לא בעיה .4.3PDE: Partial differential equations ־ חלקיות דיפרנציאליות משוואות .4 פרק

את: לפתור נרצה

{

Y1
∂u
∂x1

+ Y2
∂u
∂x2

+ . . .+ Yn
∂u
∂x1

= Yn+1

Yi (x1, x2, . . . , xn, u)

סתומה: פונקציה לקבל נרצה

u (x1, x2, . . . , xn) → ω (x1, x2, . . . , xn, u)

נקבל: השרשרת מכלל כי לב נשים

∀i = 1, . . . , n
dω

dxi
=
∂ω

∂xi
+
∂ω

∂u

∂u

∂xi

כלומר:

∀i = 1, . . . , n
∂u

∂xi
= −

∂ω
∂xi

∂ω
∂u

ונקבל: הנתונה במשוואה נציב

−Y1
∂ω
∂x1

∂ω
∂u

− . . .− Yn

∂ω
∂xn

∂ω
∂u

= Yn+1 (x1, x2, . . . , xn, u)

ונקבל: ∂ω
∂u ב ונכפיל אכפים נעביר

Y1
∂ω

∂x1
+ Y2

∂ω

∂x2
+ . . .+ Yn

∂ω

∂xn
+ Yn+1

∂ω

∂u
= 0

n של מהמקרה למשוואה לחלוטין זהה היא אבל באחד המימד את העלנו נכון, הומוגנית! משוואה קיבלנו כי לב נשים

אותה. לפתור איך יודעים כבר אנו לכן מימדים.

נקבל: הקריסטוקות משיטת

dx1
Y1

=
dx2
Y2

= . . . =
dxn
Yn

=
du

Yn+1

נקבלף וכן, במידה אבל אותן, לפתור שנוכל מבטיח לא אחד אף משוואות. n כלומר

∀i = 1, . . . , n ui (x1, x2, . . . , xn, u) = Ci

ω = F (u1, u2, . . . , un)
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מימדים nב הומוגנית לא בעיה .4.3PDE: Partial differential equations ־ חלקיות דיפרנציאליות משוואות .4 פרק

: 4.3.2 Pדוגמה
a
∂z

∂x
+ b

∂z

∂y
= 1

(Y1 = a, Y2 = b, Y3 = 1 (כלומר,

נקבל: הקריסטיקות משיטת

dx

a
=

dy

b
=

dz

1

ונקבל: שיוויון כל על אינטגרציות נבצע

dx

a
= dz ⇒ x− az = C1

כן: וכמו

y − bz = C2

ω (x− az, y − bz) = 0

לבעיה: שפה תנאי נוסיף

x2

m2
+
y2

n2
= 1, z = 0

(z = 0 עבור אליפסה של תנאי (כלומר

הן: שלנו המשוואות כרגע לכן







x− az = C1

y − bz = C2

x2

m2 + y2

n2 = 1

z = 0

נקבל:

C2
1

m2
+
C2

2

n2
= 1

(x− az)
2

m2
+

(y − bz)
2

n2
− 1 = 0

לדוגמה: קיבלנו שם רגילה. דיפרנציאלית למשוואה רגע נחזור

y = C1 cosx+ C2 sinx

.C1, C2 הקבועים את לקבל נרצה שפה תנאי בעזרת

השפה: תנאי עבור לדוגמה

y (0) = 0 ⇒ C1 = 0

y′ (0) = 1 ⇒ C2 = 0

ולכן:

y = sin (x)

שהפעם רק .C2 ל: C1 בין קשר למצוא מנת על שלנו באילוץ משתמשים אנו בקונספט. זהה די הוא כאן המצב

.y, z או x, z של של פונקציות הם C1, C2
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גל פונקציית .4.4PDE: Partial differential equations ־ חלקיות דיפרנציאליות משוואות .4 פרק

גל פונקציית 4.4

פשוטה גל פונקציית 4.4.1

u (x, t) :
∂u

∂t
+ c

∂u

∂x
= 0, c = const

הקריסטיקות: משיטת

dt

1
=

dx

c
⇒ x− ct = C ⇒ x = ct+ C

ct (x) של הגרף כלומר .c בשיפוע לינארית קו הוא שלנו והפתרון .m/sec של יחידות יש cל כי נקבל יחידות משיקולי

הגרף. את מזיז שהוא כיוון המישור. כל את לנו פורש בעצם C הקבוע הצירים. מערכת זווית את החוצה לינארי קו הוא

ugen (x, t) = f (x− ct)

אחד). בכיוון רק מתקדם שהגל (כיוון הכללית הפונקצייה זו אין אבל פשוטה, גל פונקציית למעשה זוהי
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גל פונקציית .4.4PDE: Partial differential equations ־ חלקיות דיפרנציאליות משוואות .4 פרק

: 4.4.1 Pדוגמה
∂u

∂t
+
∂u

∂x
= 0

ugen = f (x− t)

ההתחלה: תנאי עם

u (x, t = 0) = α sin (kx)

המשוואות: את נקבל לכן







x− t = C1

t = 0

u = α sin (kx)

u = C2

נקבל:







x = C1

u = α sin (kx)

u = C2

כלומר:

C2 = α sin (kC1)

ונקבל: C2ו C1 את נחזיר

u (x, t) = α sin [k (x− t)]

שפה: תנאי של במקרה

u (x = 0, t) = cos (kt)

שנקבל: לב נשים







x− t = C1

c = 0

u = cos (kt)

u = C2

t = −C1

C2 = cos (−kC1) = cos k (C1)

u (x, t) = cos [k (x− t)]
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שני מסדר חלקיות דיפרנציאליות משוואות 4.5

מהמבנה: פונקציה בהינתן

A (x, y)
∂2u

∂x2
+ 2B (x, y)

∂2y

∂x∂y
+ C (x, y)

∂2u

∂y2
= φ

(

u,
∂u

∂x
,
∂u

∂y
, x, y

)

שפה תנאי 4.5.1

שפה תנאי של סוגים שלושה ישנם

השפה) על פונקציה נתונה (כלומר נתון u|γ ־ Dirichlet דיריכלה .1

∂u
∂n

∣
∣
γ

כלומר: הגרדיאנט של הנורמלי הרכיב על תנאי ־ Neumann נויימן .2

הקודמים. השפה תנאי שני של שילוב כלומר ∂u
∂n

∣
∣
γ

וגם u|γ ־ Cauchy קושי .3

שני: מסדר במשוואות נתבונן לרגע. רגילות דיפרנציאליות למשוואות נחזור

y′′ = f (x, y, y′)

y′ (x)|x0
= y′0 ,y (x0) = y0 הזה: במקרה קושי בעיית

(f בעזרת היתר את ההתחלה, תנאי בגלל יודעים אנו הראשונים האיברים (את y (x) של טיילור טור

y (x) = y0 + y′0 (x− x0) +
1

2
y′′ (x)

∣
∣
∣
∣
x0

(x− x0)
2
+ . . .

ונקבל: הזה באופן נמשיך

y′′′ =
∂f

∂x
+
∂f

∂y
y′ +

∂f

∂y′
y′′

.x0 בסביבת y הפונקציה את יודעים אנו כלומר

באותה u את לדעת ,x0)כדי y0) בסביבת כפול טיילור טור נפתח חלקיות, דיפרנציאליות משוואות עבור דומה, באופן

סביבה:

u (x, y) = u (x0, y0) +
∂u

∂x

∣
∣
∣
∣
x0,y0

+
∂u

∂y

∣
∣
∣
∣
x0,y0

+
1

2

∂2u

∂x2

∣
∣
∣
∣
x0,y0

(x− x0)
2
+

1

2

∂2u

∂y2

∣
∣
∣
∣
x0,y0

(y − y0)
2

+
∂2u

∂x∂y

∣
∣
∣
∣
x0,y0

(x− x0) (y − y0) + . . .

הבא: הקירוב את למצוא נרצה

כלומר: פרמטרית, בצורה השפה את להגדיר ניתן כי נניח קושי, התחלה תנאי לנו שנתונים מצב בהינתן

{

x = x (s)

y = y (s)

אזי:

u (s)
︸︷︷︸

Cauchy

⇒
{

∂u
∂s
∂u
∂n

⇒ ∇u|γ ⇒ ∂u

∂x

∣
∣
∣
∣
γ

,
∂u

∂y

∣
∣
∣
∣
γ

ידועים.
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נסמן:

p =
∂u

x
, q =

∂u

∂y
, r =

∂u2

∂x2
, σ =

∂2u

∂x∂y
, t =

∂2u

∂y2

Ar + 2Bσ + Ct = φ (u, p, q, x, y)

dp

ds
=

d

ds

(
∂u

∂x

)

=
∂2u

∂x2
dx

ds
+

∂2u

∂x∂y

dy

ds
= r

dx

ds
+ σ

dy

ds

כן: כמו

dq

ds
=

d

ds

(
∂u

∂y

)

=
∂2u

∂z∂y

dx

ds
+
∂2u

∂y2
dy

ds
= σ

ds

ds
+ t

dy

ds

קיבלנו: כלומר,







Ar + 2Bσ + Ct = φ (u, p, q, x, y)
dx
ds · r + du

ds · σ + 0 · t = dp
ds

0 · r + dx
ds · σ + dy

ds · t = dq
ds

היא: שלנו הראשית הדטרמיננטה כי נקבל

∆ =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

A 2B C
dx
dx

dy
ds 0

0 dx
ds

dy
ds

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= A

(
dy

ds

)2

− 2B
dx

ds

dy

ds
+ C

(
dx

ds

)2

?∆ = 0 אם: קורה מה

A

(
dy

ds

)2

− 2B
dx

ds

dy

ds
+ C

(
dx

ds

)2

= 0

כי: לב נשים
(
dx
ds

)2
ב האגפים שני את נחלק

(
dy
ds
dd
ds

)2

=

(
dy

dx

)2

ולכן:

A

(
dy

dx

)2

− 2B
dy

dx
+ C = 0

שני): מסדר הקרקטריסטיקות משוואת נקראת זו (משוואה הריבועית המשוואה את נפתור

dy

dx
=

2B ±
√
4B2 − 4AC

2A

נקבל: B2 −AC > 0 ש במקרה

{
dy
dx = f+ (x, y)
dy
dx = f− (x, y)

היפרבולית. היא המשוואה קרקטריסטיקות. של משפחות שתי כלומר

פרבולית. היא המשוואה קריסטיקות. של אחת משפחה עם פרבולית. משוואה נקבל B2 −AC = 0 שבו במקרה

אליפטית. היא המשוואה מרוכבו. קרקטריסטיקות של משפחות 2 נקבל B2 −AC < 0 שבו במקרה
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גלים: : 4.5.1 Pדוגמה
1

c2
∂2u

∂t2
=
∂2u

∂x2

1

c2
∂2u

∂t2
+ 0

∂2u

∂x∂t
− 1

∂2u

∂x2
= 0

A =
1

c2
, B = 0, C = −1

D = B2 −AC =
1

C2
> 0

היפרבולית משוואה זו כלומר

לפלסיאן: 4.5.2 Pדוגמה
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0

A = 1, B = 0, C = 1

B2 −AC = −1

אליפטית. משוואה זו כלומר

חום/דיפוזיה: 4.5.3 Pדוגמה
∂u

∂t
= D

∂2u

∂x2

D
∂2u

∂x2
+ 0

∂2u

∂x∂t
+ 0

∂2u

∂t2
=
∂u

∂t

B2 −AC = 0

פרבולית. משוואה זו ולכן

מהמבנה: והן מרוכבות. הקרקטריסטיקות אליפטאיות במשוואות

{

ϕ (x, y) + iψ (x, y) = C1

ϕ (x, y)− iψ (x, y) = C2

הן: הקרקטריסטיקות פרבולית במשוואה

ϕ (x, y) = C

היפורבולוית: במשוואות
{

ϕ (x, y) = C1

ψ (x, y) = C2

נסמן:

{

ξ = ϕ (x, y)

η = ψ (x, y)
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היא: היפרבולית משוואה של הקאנונית הצורה

∂2u

∂ξ∂η
= F1

(
∂u

∂ξ
,
∂u

∂η
, u, ξ, η

)

ונקבל: ומדובמה) ממשי (חלק משתנים הצבות אותן את נבצע אלפיטיות משוואה

∇2u ≡ ∂2u

∂ξ2
+
∂2u

η2
= F2

(
∂u

∂ξ
,
∂u

∂η
, u, ξ, η

)

אליפטיות. משוואות של הקאנונית הצורה וזו

נסמן: פרבולית, של במקרה

{

ξ = ϕ (x, y)

η = x

היא: פרבולית משוואה של הקאנונית שהצורה נקבל

∂2u

∂η2
= F3

(
∂u

∂ξ
,
∂u

∂η
, u, ξ, η

)
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כבר) מכירים שאנו כמו הנגזרות יתר את דומה (ובאופן uxx ≡ ∂2u
∂x2 נסמן: : 4.5.4 Pדוגמה

uxx + 4uxy + 5uyy + ux + 2uy = 0

כי: לב נשים

A = 1, B = 2, C = 5

4.5.5 תזכורת

A (x, y)
∂2u

∂x2
+ 2B (x, y)

∂2y

∂x∂y
+ C (x, y)

∂2u

∂y2
= φ

(

u,
∂u

∂x
,
∂u

∂y
, x, y

)

כי: לב נשים

(
dy

dx

)2

− 4
dy

dx
+ 5 = 9 ⇒ dy

dx
=

4±
√
16− 20

2
=

4± 2i

2

אלפיטית. משוואה זו כלומר

{
dy
dx = 2 + i ⇒ y = (2 + i)x+ const1
dy
dx = 2− i ⇒ y = (2− i)x+ const2

נקבל:

{

2x− y + ix = C1

2x− y − ix = C2

כלומר:

{

ϕ (x, y) = 2x− y

ψ (x, y) = x

נסמן:

{

ξ = 2x− y

η = x

נקבל:

ux = uξξx + uηηx = 2uξ + 1 · uη = 2uξ + uη

uy = uξξy + uηηy = −uξ + 0 · uη − uξ

שניות: נגזרות נחשב

uxx = (2uξ + uη)x = (2uξ + uη)ξ ξx + (2uξ + uη)h ηx = 2 (2uξξ + uξη) + 2uξη + uηη = 4uξξ + 4uξη + uηη

uyy = (−uξ)ξ ξy + (−uξ)η ηy = uξξ

uxy = (uy)x = (−uξ)ξ ξx + (−uξ)η ηx = −2uξξ − uξη

משוואה נציב

uxx + 4uxy + 5uyy + ux + 2uy = 0

ונקב

4uξξ +✟✟✟4uξη + uηη +− 8uξξ −✟✟✟4uξη + 5uξξ +✚
✚2uξ + uη −✚

✚2uξ = 0 ⇒

uξξ + uηη + uη = 0

הקאנונית המשוואה וזוהי
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הגלים משוואת ־ היפרבוליות משוואות 4.6

הגלים: משוואת את מגלים מכירים אנו

u (x, t) :
∂2u

∂t2
= c2

∂2u

∂x2

כי: לב נשים

∂2u

∂t2
− c2

∂2u

∂x2
= 0 ⇒ −c2uxx + 0 · uxt + utt = 0

A = −c2, B = 0, C = x

כלומר:

−c2
(
dt

dx

)2

+ 1 = 0 ⇒
(
dt

dx

)2

=
1

c2

{
dt
dx

∣
∣
1
= 1

c ⇒ x− ct = C1

dt
dx

∣
∣
2
= − 1

c ⇒ x− ct = C2

נסמן:

{

ξ = x+ ct

η = x− ct

u (x, t) → u (ξ, η)

ξx = 1 ξt = c

ηx = 1 ηt = −c

נקבל: ξ, η בעזרת הנגזרות את נחשב

ux = uξ + uη

ut = cuξ − cuη

שניות: נגזרות נחשב

uxx = (uξ + uη)ξ · 1 + (uξ + uη)η · 1 = uξξ + 2uξη + uηη

utt = (cuξ − cuη)ξ · c− (cuξ − cuη)η c = c2uξξ − 2c2uξη + c2uηη

ונקבל: −c2uxx + 0 · uxt + utt = 0 ב נציב

✟✟✟c2uξξ − 2c2uξη +✟✟✟c2uηη −✟✟✟c2uξξ − 2c2uξη −✟✟✟c2uηη = 0 ⇒ −4c2uξη = 0 ⇒ ∂2u

∂ξ∂η
= 0

היפרבולית. משוואה עבור ביותר הפשוטה הקאנונית הצורה זו כי לב נשים שלנו. הקאנונית הצורה זו כלומר

∂

∂ξ

(
∂u

∂η

)

= 0 ⇒ ∂u

∂h
= f (η) ⇒ u =

︸︷︷︸

u(ξ,η)

g (η) + h (ξ)

הוא: הגלים למשוואת שלנו הכללי הפתרון לכן

u (x, t) = F1 (x+ ct) + F2 (x− ct)

.h = F1, g = F2 סימנו כאשר
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קושי תנאי 4.6.1

גלים: המשוואת עבור .−∞ < x <∞ כלומר: אינסופי תווך של במקרה נתבונן

∂2u

∂t2
− c2

∂2u

∂x2
= 0

התחלה: תנאי נוסיף

t = 0 : u (x, t = 0) = u (x, 0)

לו שיש או לדוגמה) מיתר (של סטטית תמונה הייתה זו האם יודעים לא שאנחנו בגלל מספיק, תנאי אינו שזה לב נשים

התחלה: תנאי עוד נדרש לכן הזה. בזמן מהירות

∂u

∂t
(x, t = 0) = v (x, 0)

הן: שלנו המשוואות t = 0 בזמן כי לב נשים .v (x, t) = ∂u
∂t (x, t) נסמן

{

u (x, 0) = F1 (x) + F2 (x)

v (x, 0) = cF ′
1 (x)− cF ′

2 (x) = [cF1 (x)− cF2 (x)]
′
x

4.6.1 הערה

∂u (x, y)

∂t
= cF ′

1 (x+ ct)− cF ′
2 (x− ct)

כי: לב נשים

cF1 (x)− cF2 (x) =

x
ˆ

0

v (x′, 0) dx′ + C̃ ⇒ F1 (x)− F2 (x) =
1

c

x
ˆ

0

v (x′, 0) dx′ + C

המשוואות: משתי נקבל לכן

F1 (x) =
1

2
u (x, 0) +

1

2c

x
ˆ

0

v (x′, 0) dx′ +
C

2

F2 (x) =
1

2
u (x, 0)− 1

2c

x
ˆ

0

v (x′, 0) dx′ − C

2

ונקבל: x− ctו x+ ct נציב

F1 (x+ ct) =
1

2
u (x+ ct, 0) +

1

2c

x+ct
ˆ

0

v (x′, 0) dx′ +
C

2

F1 (x− ct) =
1

2
u (x− ct, 0)− 1

2c

x−ct
ˆ

0

v (x′, 0) dx′ − C

2

קיבלנו: ולכן

u (x, t) =
u (x+ ct, 0) + u (x− ct, 0)

2
+

1

2c

x+ct
ˆ

0

v (x′, 0) dx′ +
1

2c

0
ˆ

x−ct

v (x′, 0) dx′ =

u (x+ ct, 0) + u (x− ct, 0)

2
+

1

2c

x+ct
ˆ

x−ct

v (x′, 0) dx′

ואופטיקה. בגלים שראינו כמו (D’Alembert’s formula) דלאמבר נוסחת זוהי שם, יש הזאת נוסחה
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: 4.6.2 Pדוגמה
{

u (x, 0) = A sinkx

v (x, 0) = 0

כי: נקבל

u (x, t) =
A sin [k (x+ ct)] +A sin [k (x− ct)]

2

עומד. גל כמובן וזהו

דיריכלה שפה תנאי 4.6.2

ξ = 0 : u = f (η)

η = 0 : u = g (ξ)

ידועות. פונקציות f, g כאשר

השפה. על תנאים לנו קיימים כלומר

כלומר: שווה, תהא הקרקטריסטיקות את המחברת הנקודה עם יסתדר שזה כדי כן, כמו

f (0) = g (0)

u (ξ, ϕ) = F1 (ξ) + F2 (η)

כי: לב נשים

ξ = 0 : F1 (0) + F2 (η) = f (η) ⇒ F2 (η) = f (η)− F1 (0)

η = 0 : F1 (ξ) + F2 (0) = g (ξ) ⇒ F1 (ξ) = g (ξ)− F2 (0)

ננסה בסכומן. אלא בנפרד F1, F2 בפונקציות מתעניינים באמת לא אנחנו אבל F2 (0) ו F1 (0) הם מה יודעים לא אנו

ונקבל: זאת בכל להתקדם

u (ξ, η) = g (ξ)− F2 (0) + f (η)− F1 (0) = f (η) + g (ξ)− f (0) +✘✘✘F1 (0)−✘✘✘F1 (0) =

f (η) + g (ξ)− f (0) ≡ f (η) + g (ξ)− g (0)

קצותיו בשתי המוחזק מיתר 4.6.3

כמובן: היא שלנו הגלים משוואת

∂2u

∂t
= c2

∂2u

∂x2

ההחלה: תנאי עם

t = 0 : u|t=0 = f (x) ,
∂u

∂t

∣
∣
∣
∣
t=0

= F (x)

השפה: תנאי

u (x = 0, t) = 0

u (x = l, t) = 0

משתנים. הפרדת הנקראת בשיטה נשתמש הדיפרנציאלית המשוואה את לפתור מנת על

הן: משתנים בהפרדת לשימוש הדרישות
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הומוגנית היא המשוואה .1

הומוגניים הם השפה תנאי .2

קודם. הומוגני למצב אותה להעביר נצטרך הומוגנית, לא היא הבעיה אם

עצמה המערכת את נחקור כלומר השפה, לתנאי רק והתייחסות ההתחלה, מתנאי נתעלם היא בשיטה הראשון בשלב

המשקל. משיווי אותה הוצאנו בדיוק איך להתייחס בלי

תלויה אשר T ופונקיה ,x ב רק תלויה אשר X פונקציה נחפש כלומר ספרבילים, פתרונות חיפוש הוא הראשון השלב

ויתקיים: t ב רק

up (x, t) = X (x) T (t)

השפה. תנאי את מקיימים אשר במערכת העומדים הגלים כל את מחפשים שאנחנו הוא לכך ההגיון 4.6.3 הערה

עומד. גל הוא הנ״ל הביטוי כי (ברור

ונקבל: הגלים במשוואת נציב

X (x) T̈ (t) = c2X ′′ (x)T (t)

נקבל: c2X (x)T (t) ב: האגפים שני את נחלק

1

c2
T̈ (t)

T (t)
=
X ′′ (x)

X (x)

רק כנ״ל? שיוויון להתקיים יכול איך .tב רק תלוי שמאל אגף ואילו xב רק תלוי ימין שאגף משוואה קיבלנו כלומר,

לכן: לקבוע שווים הם כאשר

1

c2
T̈ (t)

T (t)
=
X ′′ (x)

X (x)
= −a = const

:(xב שתלוי (החלק המשוואה של המרחבי החלק את נחשב

X ′′ + aX (x) = 0

וסינוסים. בקוסינוסים מדובר חיובי a אם ואילו באקספוננטים, מדובר שלילי a אם הם: הפתרונות

קובעים: שלנו השפה תנאי כן, כמו

X (0) = X (l) = 0

שטורם בעזרת לפתור יודעים כבר שאנו בעיה זו לכן שפה, תנאי עם שני מסדר דיפרנציאלית משוואה לנו יש לכן

עצמי. ערך הוא a למעשה ליוביל.

הדיסקרטי: בספקטרום קיים a אם״ם פתרום יש הנ״ל לבעיה כי קיבלנו

ak =
k2π2

l2
, k = 1, 2, . . .

נקבל: ולכן

Xk (x) = Ak sin
kπx

l

שיעמוד היחיד הפתרון לכן חיוביים, תמיד הם אבל אקספוננטים, שני נקבל שלילי, a שעבור לב נשים 4.6.4 הערה

. הטריוויאלי הפתרון הוא השפה בתנאי
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נקבל: a על מה דבר יודעים דבר אנו כעת אבל ,T (t) עבור המשוואה את נפתור דומה, באופן כעת

T̈k + c2
k2π2

l2
Tk (t) = 0

כמובן: הוא שלנו והפתרון הרמוני, אוסצילטור של משוואה קיבלנו שוב

Tk (t) = Bk sin

(
kcπt

l

)

+ Ck cos

(
kcπt

l

)

.Ak בקבוע כבר נמצא כך גם אשר מינוס פקטור מוסיף רק שזה כיוון שליליים? k בחרנו לא למה 4.6.5 הערה

הם: שקבלנו הספרבילים הפתרונות לכן,

uk (x, t) = Xk (x)Tk (t) =

(

ck cos
kπct

l
+ dk sin

kπct

l

)

sin
kπx

l

k = 1, 2, 3, . . . כאשר

נקבל: המשוואות את נכפות שאם כיוון המצב, לא זה למעשה אבל ״נעלם״ אחד שרירותי קבוע כי לב נשים 4.6.6 הערה

. dk = Bk ·Ak ו: ck = Ck ·Ak

שלנו התנודות של המודים למעשה הם הk־ים

kπc

l
= ωk ⇒ Tk =

2π

ωk
=

2πl

kπc
=

2l

kc

k = 2 ,T1 = 2l
c ־ Fundamental Mode גם: למוד נקרא k = 1 עבור מחזור). הזמן אלא קודם, כמו T אותו לא (זה

.Second Harmonic נקרא

כלומר: sin πx
l היא: כלשהו קבוע t עבור במרחב התמונה כי נקבל Fundamental Modeה עבור

x0 l

Fundamental Mode :4.1 איור

כלומר: sin 2πx
l היא: כלשהו קבוע t עבור במרחב התמונה כי נקבל Second Harmonicה עבור

x0 l
2

l

Second Harmonic :4.2 איור

הוא: שלנו הכללי הפתרון לכן

u (x, t) =

∞∑

k=1

(

ck cos
kπct

l
+ dk sin

kπct

l

)

sin
kπx

l

הכללי) הפתרון אכן זה למה בהמשך (נבין
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הביטוי: את נקבל t = 0 ההתחלה תנאי עבור ההתחלה. בתנאי להשתמש נרצה כעת

∞∑

k=1

ck sin
kπx

l
= f (x)

ונקבל: שקיבלנו הביטוי את לגזור נצטרך ראשית השני, בתנאי להשתמש נרצה

∂u

∂t
=

∞∑

k=1

(

−ck
kπc

l
sin

kπct

l
+ dk

kπc

l
cos

kπct

l

)

sin
kπx

l

תנאי: ונקבל t = 0 בנגזרת נציב

∞∑

k=1

kπc

l
dk sin

kπx

l
= F (x)

ביטויים, שני קיבלנו כלומר







∞∑

k=1

ck sin
kπx
l = f (x)

∑∞
k=1

kπc
l dk sin

kπx
l = F (x)

.F של המקדמים הם kπc
l dk ואילו פורייה, לטור בפיתוח f של המקדמים הם ck למעשה

ידי על ההתחלה תנאי של השרירותיות הפונקציות של פרישה זו ליוביל, שטורם עם אחר הסבר קיים 4.6.7 הערה

הבעיה. של העצמיות הפונקציות ־ הבסיס פונקציות

הפרישה מקדמי בעזרת ברוך) על (והמועדפת יותר הכללית הדרך את נראה דרכים, בכמה לחשב ניתן ck את כאמור

ליוביל. שטורם של

uk (x) = Gk sin
kπx

l

כלומר: סקלרית!) (מכפלה uk (x) · uk (x) = 1 כלומר: העצמיות, הפונצקיות את ננרמל

uk (x) · uk (x) =
l
ˆ

0

u2k (x) dx = 1

כי: נדרש כן כמו

uk (x) · un (x) = δn,k

הנרמול: את נדרוש

G2
k

l
ˆ

0

sin2
kπx

l
dx = 1

כי: לב נשים

l
ˆ

0

[
1

2
− 1

2
cos

2kπx

l

]

dx =
l

2

ולכן:

G2
k · l

2
= 1
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הן: האורתונורמליות הפונקציות כי קיבלנו ולכו .Gk =
√

2
l נקבל: ולכן

uk (x) =

√

2

l
sin

kπx

l

נדרוש: כלומר

∞∑

k=1

ck

√

l

2
·
√

2

l
sin

kπx

l
= f (x)

לכן: . ck

√
l
2 אלא העצמיות הפונקציות על f (x) של הפרישה מקדמי לא הם ck כלומר

ck

√

l

2
= f (x) ·

√

2

l
sin

kπx

l
=

l
ˆ

0

f (x)

√

2

l
sin

kπx

l
dx

ונקבל: אגפים קצת נעביר

ck =
2

l

l
ˆ

0

f (x) sin
kπx

l
dx

של (הבדל הראשון ההתחלה תנאי של לביטוי ולחלוטין כמעט דומה השני ההתחלה תנאי שהניב הביטוי כי לב נשים

נקבל: ולכן במקדם). כפל

kπc

l
dk =

2

l

l
ˆ

0

F (x) sin
kπx

l
dx⇒ dk =

2

kπc

l
ˆ

0

F (x) sin
kπx

l
dx

מתמטי. מונח לא זה אבל תנודה, אופני של אוסף לזה קראנו 4.6.8 הערה

ברגע .(X ′′ + aX = 0) הנ״ל לבעיה טבעי שהוא שני מסדר הרמיטי אופרטור מצאנו מתמטית, קצת זה על נדבר בואו

מחפשים שאנו יודעים אנו עצמיות). (פונקציות uk (x) שלמה מערכת לנו מספק הוא כי יודעים אנו אותו, שזיהינו

עצמיות: פונצקיות אותן של כפרישה אותו למצוא נרצה u (x, t)

u (x, t) =

∞∑

k=1

ϕkuk (x)

כלומר: בזמן, תלויים שלנו המקדמים לכן הזמן, עם שונה שהפרישה כיוון לזמן, התייחסות כאן לנו חסר אבל

u (x, t) =
∞∑

k=1

ϕk (t)uk (x)

הוא: הגלים משוואת של הכללי הפתרון כי יודעים אנו גלים משוואת של הכללי לפתרון קשר

u (x, t) = F1 (x+ ct) + F2 (x− ct)

קשור? זה איך

איך? הנ״ל. הנוסחה של פרטי מקרה למעשה היא שקיבלנו הנוסחה כי לב נשים

u (x, t) =

∞∑

k=1

ck cos
kπct

l
sin

kπx

l
+ dk sin

kct

l
sin

kπx

l

.x− ct ו x+ ct של מהמבנה פונקציות למעשה ונקבל טריגו קצת
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דוגמה: כאן נפתור בתרגולים, מחסור בעקבות : 4.6.9 Pדוגמה
uxx + 2uxy − 3uyy + 2ux + 6uy = 0

כי: לב נשים A = 1, B = 1, C = −3 הנ״ל: במקרה כי לב נשים

B2 −AC = 1 + 3 = 4 > 0

נקבל: לכן היפרבולית. משוואה זו ולכן

A
dy

dx
= B +

√

B2 −AC

A
dy

dx
= B −

√

B2 −AC

כלומר:

{
dy
dx = 1 + 2 = 3 3x− y = const
dy
dx = 1− 2 = −1 ⇒ x+ y = const

ונקבל: η = 2x− y ו: ξ = x+ y נסמן

∂2u

∂ξ∂η
= . . .

כי: לב נשים

ux = uξξx + uηηx

ונקבל: ηx = 3, ηy = −1 וגם: ξx = 1, ξy = 1 אבל:

ux = uξ + 3uη

וגם:

uy = uξξy + uηηy = uξ − uη

כן: כמו

uxx (uξ + 3uη)ξ ξx + (uξ + 3uη)η ηx = uξξ + 3uξh + (uξη + 3uηη) 3 = uξξ + 6uξη + 9uηη

וגם:

uyy = (uξ − uη)ξ ξy + (uξ − uη)η ηy = uξξ − uξη − uξη + uηη = uξξ − 2uξη + uηη

ולבסוף:

uxy = (ux)y = (uξ + 3uη)ξ ξy + (uξ + 3uη)η ηy = uξξ + 3uξη − uξη − 3uηη = uξξ + 2uξη − 3uηη

ונקבל:ר המקורית במשוואה נציב

✟✟uξξ + 6uξη +✟✟✟9uηη + 2 (✟✟uξξ + 2uξη −✟✟✟3uηη)− 3 (✟✟uξξ − 2uξη +✟✟uηη) + 2 (uξ + 3uη) + 6 (uξ − uη) = 0

כלומר:

16uξη + 8uξ = 0 ⇒ uξη +
1

2
uξ = 0

ל: גם שווה זה כי לב נשים אבל

∂u

∂x

(
∂u

∂η
+

1

2
u

)

= 0

אנו אותה ראשון, מסדר דיפרנציאלית משוואה קיבלנו לכן .(ξ ב בכלל תלויה אינה (כלומר ∂u
∂η + 1

2u = f (η) לכן:

לפתור. יודעים
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מימדית דו ממברנה 4.6.4

היא: הגלים משוואת כי נקבל מימדית דו ממברנה של במקרה נתבונן

∂2u

∂t2
= c2∇2u

:1 מימד של במקרה

∇2u =
∂2u

∂x2

מימדים: שני של במקרה ואילו

∇2u =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

ממברנה: עבור כי נקבל לכן

∂2u

∂t2
= c2∇2u

משתנים: הפרדת נבצע

u (~x, t) = U (~x)T (t)

כי: נקבל (~x = (x, y) (כאשר

T̈ (t)U (~x) = c2T (t)∇2U (~x)

T̈

c2T (t)
=

∇2U (~x)

U (~x)
= −γ2

הזמן: עבור הפתרון את שנקבל וכמובן

T̈ (t) + γ2c2T (t) = 0

גורר:

T (t) = A sin (γct) +B cos (γct)

נקבל: המרחב עבור

∇2U (~x) + γ2U (~x) = 0

.(Helmholtz) הלמהולץ משוואת וזו

נקבל: לכן .U |Ω = 0 כלומר, u|Ω = 0 של דרישה נקבל קבוע מוחזקת היא אשר Ω השפה על תנאי נוסיף אם

up|Ω = U |Ω T (t) = 0

מימדים. n ל התאוריה את להכליל צריך כך לצורך הבעיה. את לפתור בשביל ליוביל בשטרום להשתמש נרצה

ההרמיטי. האופרטור הגדרת את להכליל צריך בפרט

הממשי): (במקרה מתקיים אם הרמיטי יהיה אופרטו מימד בדו

ˆ

A

uL̂vd~x =

ˆ

A

vL̂udx

הוא: מימדי חד הרמיטי אופרטור כי נזכר

L̂u =
d

dx

[

p (x)
du

dx

]

+ w (x)u (x)
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מימדי: nה ובמקרה

L̂u = ∇ · [p (~x)∇u] + w (~x)u (~x)

הרמיטי: אכן הוא כי נראה

¨

A

(
u∇2v − v∇2u

)
dxdy

גאוס: משפט 4.6.10 תזכורת

¨

A

div ~Kdxdy =

˛

Ω

Kndx

מעטפת ולא מסילה זו לכן גאוס, משפט של מימדי הדו המקרה זהו כי לב (נשים המעטפת. של המסילה היא kn כאשר

משטחית.

נסמן:

~K = u∇v − v∇u

לכן:

div ~K = ∇ · (u∇v − v∇u) = ∇ · (u∇v)−∇ · (v∇u) = u∇2v +✘✘✘∇u∇v − v∇2u−✘✘✘∇v∇u

ונקבל:

¨

A

(
u∇2v − v∇2u

)
dxdy =

ˆ

Ω

(

u
∂v

∂n
− v

∂u

∂n

)

ds

השפה. תנאי שזה כיוון מתאפס, השני האינטגר כי לב נשים הנורמל. כיוון הוא n כאשר

זהה: נשארת הפנימית המכפלה

u · v =

ˆ

A

u∗ (~x) v (~x)w (~x) d~x

מלבני תוף 4.6.4.1

הם: שלנו השפה תנאי מלבני. בתוף להתבונן נרצה

u (x, 0, t) = u (x, Ly, t) = u (0, y, t) = u (Lx, y, t) = 0

התחלה: תנאי תחת בתוף נתבונן

u (x, y, 0) = f (x, y)

∂u

∂t
(0, x, y) = F (x, y)

כלומר: מימדית, דו ממברנה עבור הלמהולץ משוואת את קיבלנו כי נזכור

∇2U (x, y) + γ2U (x, y) = 0

נקבל: U ל משתנים הפרדת נבצע

Up (x, y) = X (x)Y (y)
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X ′′ (x)Y (y) +X (x) Y ′′ (y) + γ2X (x)Y (y) = 0

כלומר:

X ′′

X (x)
+
Y ′′ (y)

Y (y)
= −γ2

ש: כך λ, µ קבועים קיימים ולכן

X ′′

X
= −λ2

Y ′′

Y
= −µ2

וכמובן:

λ2 + µ2 = γ2

מכירים. כבר שאנו כמו וסינוסים קוסינוסים הוא X,Y עבור שהפתרון וכמובן

כי: נקבל השפה, בתנאי להשתמש נרצה כעת

Up (x, 0) = X (x)Y (0) = 0 ⇒ Y (0) = 0

דומה: ובאופן

Y (Ly) = 0, X (0) = 0, X (Lx) = 0

דומות: מאוד שהן משוואות שתי לפתור נרצה למעשה

X ′′ (x) + λ2X (x) = 0

האילוצים: תחת

X (0) = X (Lx) = 0

:Y ועבור

Y ′′ (y) + µ2Y (y) = 0

האילוצים: תחת

Y (0) = Y (Ly) = 0

לזה. זה הניצבים למיתרים התפרקה המבברנה כאילו לזה להתייחס ניתן מתמטית,

λk =
kπ

Lx
, k = 1, 2, 3, . . .

ונקבל:

Xk = Ak sin
kπx

Lx

:Y עבור דומה באופן

µn =
nπ

Ly
, n = 1, 2, . . .

Yn = Bn sin
nπy

Ly
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כי: נקבל

γ2k,n =
k2π2

L2
x

+
n2π2

L2
y

γc = ω ⇒ ωk,n = c

√

k2π2

L2
x

+
n2π2

L2
y

= πc

√

k2

L2
x

+
n2

L2
y

נקבל: ולכן k, n = 1, 2, 3, . . . כאשר

uk,n = [Ak,n sin (ωk,nt) +Bk,n cos (ωk,nt)] sin
kπx

Lx
sin

nπy

Ly

n = 1, 2, . . . ו: k = 1, 2, . . . עבור ולכן

עומד. גל זהו

4.6.11 הערה

α sinx+ β cosx =
√

α2 + β2 sin (x+ ϕ)

.tanϕ = β
α כאשר:

.Tk,n = 2π
ωk,n

מחזור יש בזמן שלתלות כיוון

http://www.falstad.com/membrane/ האתר: את לבדוק כדאי שונים מודים לראות כדי

משמאל למעלה הראשון הריבוע על שם תלחצו fundamentalה הוא k = n = 1 המוד בגדול

המקדמים: את למצוא מנת על ההתחלה בתנאי נשתמש כעת

{∑∞
k,n=1 Bk,n sin

kπx
Lx

sin nπy
Ly

= f (x, y)
∑∞

k,n=1 ωk,nAk,n sin kπx
Lx

sin nπy
Ly

= F (x, y)

נקבל:

Bk,n =
4

LxLy

Lx
ˆ

0

Ly
ˆ

0

f (x, y) sin
kπx

Lx
sin

nπy

Ly
dxdy

Ak,n =
4

LxLy

Lx
ˆ

0

Ly
ˆ

0

F (x, y) sin
kπx

Lx
sin

nπy

Ly
dxdy

כדילקמן: נראה k, n המוד כזכור,

uk,n = [Ak,n sin (ωk,nt) +Bk,n cos (ωk,nt)] sin
kπx

Lyx
sin

nπy

Ly

כאשר:

ωk,n = πc

√

k2

L2
x

+
n2

L2
y

ו:

k = 1, 2, 3, . . .

n = 1, 2, 3, . . .

של האורך בהן חדשות אורך יחידות להגדיר ניתן ,π שווה לא וזה (במידה Lx = Ly = π בו: הפרטי במקרה נתבונן

.Bk,n = ו0 (π ל שווה הממברנה
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נקבל: זה במקרה

uk,n = Ak,n sin (ωk,nt) sin (kx) sin (ny)

ωk,n = πc

√

k2

π2
+
n2

π2
= c
√

k2 + n2

כן: כמו . uk,n ∼ sinx sin y ולכן: ωk,n = c
√
1 + 1 =

√
2 נקבל: k = n = 1 במוד

{

k = 2, n = 1 ω2,1 = c
√
22 + 12 = c

√
5, u2,1 ∼ sin (2x) sin (y)

k = 1, n = 2 ω1,2 = c
√
12 + 22 = c

√
5, u2,1 ∼ sin (x) sin (2y)

צליל. אותו את יפיקו הנ״ל התדרים שני כלומר תדירות. אותה עם שונים מודים שני יש כאשר ניוון. זהו

הנ״ל: המודים שני את נסכום

uΣ = s2,1 sin (ω2,1t) sin (2x) sin (y) + a1,2 sin (ω1,2t) sin (x) sin (y)

ולכן: sin 2α = 2 sinα cosα כי: נזכור

= 2 sin
(

c
√
5t
)

sinx sin y (a2,1 cosx+ a1,2 cos y)

הרכיב: של אפסים של נקודות למצוא נרצה

a2,1 cosx+ a1,2 cos y = 0

המודים. שני של מהשילוב הנוצרים הצמתים הם אלו

.a2,1 = 0 ⇒ cos y = 0 ⇒ y = π
2 זהה: באופן cosx = 0 ⇒ π

2 כי ברור אז a1,2 = 0 אם,

מעניינים: יותר ולמקרים

a1,2 = a2,1 ⇒ cosx = − cos y = cos (π − y) ⇒ x = π − y ⇒ x+ y = π

הצירים) למערכת ביחס יורד בממברנה. אלכסוני קו (כלומר

a1,2 = −a2,1 ⇒ x = y

עולה) הפעם אלכסוני, קו כן (גם

Heat/Diffusion eqn. ־ החום\דיפוזיה משוואת 4.7

מדוייקת. תמיד לא והיא אמפירית משוואה אלא ניוטון) של שני חוק (כמו יסוד חוק לא היא החום משוואת

מופלאה בדרך (או מהצד אותה מחממים ואנחנו מתכת, העניין לצורך נייח, במצב הוא אשר תווך איזשהו לנו שיש נניח

מבפנים) כלשהי

במערכת? מתפשטת התרמית האנרגיה איך לראות נרצה אנו

באיזור) אקראית בתנועה קינטית אנרגיה היא תרמית אנרגיה המיקרוסקופית, ברמה כי יודעים (אנו

רציף) הכל כאילו לזה נתייחס וכו׳, המולקולות מדיסקרטיות (נתעלם שלו הטמפרטורה ע״י איזור לאפיין נרצה

כי: נקבל האנרגיה שטף הוא Jnו ,W תרמית אנרגיה בו שאגורה ונגיד ספציפית אזור נקח

∂W

∂t
= −

ˆ

Jnds

כי: יודעים אנו גאוס ממשפט אבל אנרגיה. בזבוז ואין אנרגיה, היווצרות אין היווצרות שאין כיוון

= −
ˆ

∇ ~JdV
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כלומר:

∂W

∂t
+

ˆ

∇ · ~JdV = 0

נקבל: ולכן אינפיניטסימלי!) נפח על (לא מסויים נפח על מדברים שאנחנו מכיוון W =
´

wdV אבל:

ˆ

(
∂w

∂t
+∇ · ~J

)

dV = 0

תרמית. אנרגיה עבור אנרגיה שימור חוק למעשה הוא כאן שכתוב מה

גורר: שזה כמובן

∂w

∂t
+∇ · ~J = 0

כלומר: ~J = −K∇T ו: .ω = cT כאשר

∂

∂t
(cT ) = −∇ (−K∇T ) = ∇ (K∇T )

ולכן: טמפרטורה, תלוי ולא קבוע הוא החום) (קיבול c וגם החומר, של קבוע הוא K אבל

∂T

∂t
= κ∇2T

.(heat diffusivity) חום מוליכות ונקרא κ = K
c כאשר

האומרת: הדיפוזיה משוואת את קיימת דומה, באופן

∂n

∂t
= D∇2n

פיזור את מתארת היא בושם, העניין לצורך חלקיקים, של דיפוזיה את מתארת זו (משוואה הדיפוזיה מוליכות D כאשר

החלקיקים).

החום: משוואת את לבחון נרצה

∂T

∂t
= a2∇2T

שניה. ולא ראשונה נגזרת היא הזמן לפי הנגזרת שונה, גם אבל הגלים, למשוואת דומה מאוד היא כי נבחין

חד־ממדי: למקרה נעבור

∂T

∂t
= a2

∂2t

∂x2

יתפשט החום מקום, באיזשהו המוט את נחמם אם החוצה ממנו יברח לא שהחום כך ומבודד ארוך מאוד מוט לדוגמה

בושם. בקצה ומפזרים תעלה בתוך נמצאים אנו בדיפוזיה, או המוט. לאורך

.xה לציר המקבילים קווים הם שלנו הקרקטריסטיקות פרבולית. משוואה היא החום משוואת

להרוס). יכולה ולהפך, מידע מוסיפה לא הזמן על (נגזרת עבורנו נקבע ∂T
∂t אז T (x, t = 0) = f (x) כי יודעים אנו אם

לאנרגיה: מתכונתי הבא הביטוי

∞̂

−∞

T (x, t) dx = const

ונקבל: החום למשוואת אינטגרל נבצע זאת. נראה

∞̂

−∞

∂T

∂t
dx =

∞̂

−∞

a2
∂2T

∂x2
dx
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ולכן: חלקה, מספיק T שהפונצקיה מניחים אנו

∂

∂t

∞̂

−∞

T (x, t) dx = a2
∂T

∂x

∣
∣
∣
∣

∞

−∞
= a2

∂T

∂x
(x = ∞, t)− a2

∂T

∂x
(x = −∞, t)

a2 ∂T
∂x (x = ∞, t) = a2 ∂T

∂x (x = −∞, t) = 0 כי נקבל T (x→ ∞) → 0 ש פונקצייה על מדברים שאנו במקרה

ולכן:

= 0

נשמר: גם כן כמו

∞̂

−∞

xT (x, t) dx = const

זאת: נראה

∞̂

−∞

x
∂T

∂t
dx =

∞̂

−∞

a2x
∂2T

∂x2
dx

בחלקים: מאינטגרציה

∂

∂t

∞̂

−∞

xT (x, t) dx = a2



x
∂T

∂x

∣
∣
∣
∣

∞

−∞
−

∞̂

−∞

∂T

∂x
1dx



 = a2

[

x
∂T

∂x

∣
∣
∣
∣

∞

−∞
− T |∞−∞

]

= 0

כי: נדרוש התחלה. התנאי עם למקרה נחזור

∞̂

−∞

f (x) dx <∞

כאשר פורייה טור של הכללה למעשה הוא פורייה טרנספורם .f (x) של פורייה טרנספורם קיים כי לנו מפתיח הדבר

אינסופי. תחום על מדברים אנו

עצמיים. ערכים של רצף מקבלים אנו ולכן הספקטרום. של קוונטיזציה לנו אין אינסופית היא המערכת כאשר

אינטגרל נקבל סכום, במקום רצף. עבור שטורם־ליוביל של גרסה גם קיימת

פורייה טרנספורם 4.7.1

.f (t) בעזרת F (ω) חדשה פונקציה נגדיר פורייה. טרנספום את עבורה להגדיר נרצה כלשהי. f (t) בפונקציה נתבונן

כיצד?

F (ω) =
1√
2π

∞̂

−∞

f (t) eiωtdt

שכאשר: אמרנו כבר קיים? הנ״ל הדבר מתי

∞̂

−∞

f (x) dx <∞

לכן ,1 ב חסום eiωt ש כיוון אינטואיטיבית (ברור מספיק תנאי גם זהו כי מתברר מקרים. עוד בהמשך נראה אבל

יתכנס). האינטגרל
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כי: מתברר .f (t) את לשחזר נרצה ,F (ω) את שמצאנו נגיד

f (t) =
1√
2π

∞̂

−∞

F (ω) e−iωtdω

זאת: נוכיח להוכיח. שיש משפט כבר זה הגדרה, להיות יכולה לא כבר זו

f (t) =
1√
2π

∞̂

−∞








1√
2π

∞̂

−∞

f (t′) eiωt′dt′



 e−iωt



dω =
1

2π

∞̂

−∞



f (t′)





∞̂

−∞

e−iωt+iωt′dω







 dt′

כי: נזכור ראינו, שכבר אינטגרל הוא
∞́

−∞
e−i(t−t′)ωdω אבל:

∞̂

−∞

eiαωdω =

{

∞ α = 0

0 α 6= 0
= 2πδ (α)

כי: ונקבל .δל מתכונתי הזה האינטגרל לכן,

∞̂

−∞

e−i(t−t′)ωdω = 2πδ (t− t′)

ולכן:

f (t) =
1

2π

∞̂

−∞

f (t′) 2πδ (t− t′) dt′ = f (t)

אכן: כי לראות נרצה

∞̂

−∞

e−i(t−t′)ωdω = 2πδ (t− t′)

נקבל: α = t− t′ נסמן:

∞̂

−∞

e−iαωdω

.1 למעשה כתוב האינטגרל בתוך למעשה כי אינסוף, יוצא האינטגרל אז α = 0 שכאשר אומרת האינטואיציה

בביטוי: נתבונן

∞̂

−∞

eiαω−γ|ω| =

∞̂

−∞

(cos (αω) + i sin (αω)) e−γ|ω|dω =

∞̂

−∞

cos (αω) e−γ|ω|dω + i
✘✘✘✘✘✘✘✘✘✘✿0∞̂

−∞

sin (αω) e−γ|ω|dω = 2

∞̂

0

cos (αω) e−γω = 2Re

ω̂

0

eiαω−γωdω =

2Re

[
eiαω−γω

iα− γ

∣
∣
∣
∣

∞

0

]

= 2Re

[
1

γ − iα

]

= 2Re

[
γ + iα

(γ − iα) (γ + iα)

]

= 2Re

[
γ + iα

γ2 + α2

]

= 2
γ

γ2 + α2
=

2π
γ

π (γ2 + α2)
−→
γ→0

2πδ (α)
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?df
dt של פורייה הטרנספורם נראה איך

F1 (ω) =
1√
2π

∞̂

−∞

df

dt
eiωtdt =

1√
2π




✘✘✘✘✘✘✘✿0
eiωtf (t)

∣
∣
∞
−∞ − iω

∞̂

−∞

f (t) eiωtdt



 = − iω√
2π

∞̂

−∞

f (t) eiωtdt = −iωF (ω)

כלומר:

F1 (ω) = −iωF (ω)

d2f

dt2
: F2 (ω) = −iωF1 (ω) = (−iω) (−iω)F (ω) = (−iω)2 F (ω)

dnf

dtn
: Fn (ω) = (−iω)n F (ω)

החום: במשוואת שוב נתבונן

∂u

∂t
= a2

∂2u

∂x2

u (x, t = 0) = f (x)

.u (x, t > 0) למצוא נרצה

החום: משוואת על פורייה טרנספום נבצע

R (k, t) =
1√
2π

∞̂

−∞

u (x, t) eikxdx

האגפים: שני על טרנספורם גם נבצע

1√
2π

∞̂

−∞

∂u

∂t
eikxdx = a2

1√
2π

∞̂

−∞

∂2

∂x2
eikxdx

ונקבל: החוצה הנגזרת את להוציא ניתן לכן t על כלל משפיע לא האינטגרל אבל

∂

∂t




1√
2π

∞̂

−∞

u (x, t) eikxdx





︸ ︷︷ ︸

R(k,t)

= a2 (−ik)2R (k, t)

קיבלנו: לכן

∂R (k, t)

∂t
= −k2a2R (k, t)

רק נגזרות שקיימות כיוון פשוטה יותר הרבה הבעיה כאן כי לראות יתן פורייה, למרחב הבעיה את העברנו למעשה

.tל ביחס

Ṙ = −k2a2R
dR

R
= −k2a2dt ⇒ lnR = −k2a2t+ const

קיבלנו: כלומר

R (k, t) = C (k) e−k2a2t

R (k, 0) = C (k) =
1√
2π

∞̂

−∞

f (x) eikxdx
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מתקיים: ההפוך מהטרנספורם

u (x, y) =
1√
2π

∞̂

−∞

R (k, t) e−ikxdk =
1√
2π

∞̂

−∞

e−ikx 1√
2π





∞̂

−∞

f (ξ) eikξdξ



 e−k2a2tdk

נקבל: ולכן

u (x, t) =
1

2π

∞̂

−∞

f (ξ)





∞̂

−∞

e−a2k2t+i(ξ−x)kdk



 dξ

ונקבל: dk = dσ√
a2t

ולכן: σ2 = a2k2t⇒
√
a2tk = σ נסמן:

∞̂

−∞

e−a2k2t+i(ξ−x)kdk =
1√
a2t

∞̂

−∞

e
−σ2+i(ξ−x) σ√

a2tdσ

נקבל: ולכן, β = ξ−x√
a2t

נסמן:

=
1√
a2t

∞̂

−∞

e−σ2+iβσdσ

את: לחשב נרצה

I (β) =

∞̂

−∞

e−σ2+iβσdσ =

∞̂

−∞

e−σ2

cos (βσ) dσ

כי: נבחין זוגית) אי פונקציה זו כי מהאינטגרציה מתאפס (הסינוס

I (0) =

∞̂

−∞

e−σ2

dσ =
√
π

כי: נבחין

dI

dβ
= −

∞̂

−∞

σe−σ2

sinβσdσ =
✘✘✘✘✘✘✘✘✘✘✿0
1

2
sin (βσ) e−σ2

∣
∣
∣

∞

−∞
− 1

2
β

∞̂

−∞

e−σ2

cos (βσ) dσ = −1

2
βI (β)

:I (β) עבור דיפרנציאלית משוואה קיבלנו כלומר

dI

dβ
= −1

2
βI

משתנים: הפרדת בעזרת נפתור

dI

I
= −1

2
βdβ

ln I = −1

4
β2 + const

I (β) = const · e− 1
4β

2

=
√
πe−(

β2/4)

.I (0) = const ש מכיוון

ולכן:

∞̂

−∞

e−a2k2t+i(ξ−x)kdk =

√
π√
a2t

e−
(x−ξ)2

4a2t
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ולכן:

u (x, t) =
1

2π

√
π√
a2t

∞̂

−∞

f (ξ) e−
(x−ξ)2

4a2t dξ =
1√

4πa2t

∞̂

−∞

f (ξ) e−
(x−ξ)2

4a2t dξ

ההתחלה. ותנאי החום משוואת את מקיימת הנ״ל הפונקציה

נגדיר:

G (x, ξ, t) =
1√

4πσ2t
e−

(x−ξ)2

4a2t

בכיתה) זה את נעשה לא מסובך. לא אבל אלגברית, מסורבל קצת (זה החום משוואת את מקיימת זו פונקציה כי נבחין

כי: נבחין כן, כמו

G (x, ξ, t → 0) = δ (x− ξ)

ולא δ באמת זו כי להראות נרצה .G −→
t→0

0 כי: נקבל x 6= ξ כאשר אבל .G −→
t→0

∞: כי נקבל x = ξ ש מתי כי

שלה. כפולה איזשהי

dx = 2
√
σ2tdz ולכן: z = x−ξ

2
√
a2t

נסמן:

∞̂

−∞

G (x, ξ, t) dx =

∞̂

−∞

1√
4πa2t

e−z2

dz =
1√
π

√
π = 1

ולכן:

G (x, ξ, t → 0) = δ (x− ξ)

קדימה טיפה בזמן נתקדם אם אינסופית, טמרפטורה לנו יש x = ξ בנקודה כי נקבל t = ב0 ואנו x = ξ כאשר

כגאוסיאן יתפשט לאט לאט זה ובמרחב . 1√
t

כמו הזמן עם תרד והיא סופית טמפרטורה כבר נקבל כמה) משנה (לא

.xה ציר על ש״נמרח״

החום. משוואת של גרין פונקציית היא ולמעשה

כי: נבחין

u (x, t) =

∞̂

−∞

G (x, ξ, t) f (ξ) dξ

משקל מוסיפה f (ξ) זה במקרה פתרון. יהיה הוא G פונקציות של צירוף כל גם והומוגנית, לינארית שהמשוואה מכיוון

.G של לאמפליטודה

להפרדה: ניתנים שהם פרטיים פתרונות נחפש

up (x, t) = X (x) T (t)

הגלים במשוואת כמו בדיוק

X (x) Ṫ (t) = a2X ′′ (x)T (t)

Ṫ

a2T
=
X ′′

X
= −k2

:X עבור נפתור

X ′′ + k2X = 0

כמובן: הוא הפתרון

X (x) = A cos kx+B sin kx
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הזמן: ועבור

Ṫ

a2T
= −k2 ⇒ T (t) = const · e−a2k2t

ולכן:

up (x, t) = (ak cos (kx) + bk sin (kx)) e
−a2k2t

הבא: הביטוי הוא הפתרון כי נקבל סכום. לא הוא הפתרון ולכן עליו), מגבלה שום לנו (אין רציף הוא k כאשר

u (x, t) =

∞̂

−∞

(ak cos (kx) + bk sin (kx)) e
−a2k2t

ונקבל: ההתחלה תנאי את נציב . bkו ak המקדמים את למצוא נשאר

∞̂

−∞

ak cos (kx) + bk sin (kx) dk = f (x)

.f (x) של פורייה טרנספורם המקדמי את למצוא צריך למעשה אותם, למצוא מנת על

זה: במקרה כי נקבל u (x, t = 0) = C sin (k0x) : 4.7.1 Pדוגמה
u (x, t) = C sin (k0x) e

−a2k2
0t

שפה תנאי 4.7.2

כלומר: בקצוות, מתפאסת נגזרת של שפה בתנאי

∂u

∂x
(x = 0, t) =

∂u

∂x
(x = L, t) = 0

התחלה: תנאי עם

u (x, t = 0) = f (x)

הפתרון. את לחשב נרצה

uλ (x, t) = (a sin (λx) + b cos (λx)) e−a2λ2t

∂uλ
∂x

= (aλ cos (λx) − bλ sin (λx)) e−a2λ2t

ש: מכיוון .a = 0 כי: נקבל (x = 0 ב הנגזרת (התאפסות הראשון, השפה מתנאי

x = 0 : aλe−a2λ2t = 0 ⇒ a = 0

x = L : −bλ sin (λL) e−a2λ2t = 0 ⇒ λn =
πn

L
, n = 1, 2, 3, . . .

ולכן:

un (x, t) = An cos
πnx

L
e−

π2a2n2t
L2

לאפס) דועכים הפתרונות יתר כל הרי הסופי, המצב את להוסיף כדי 0 את (מוסיפים n = 0, 1, 2, 3, . . . כאשר
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:A0 את למצוא נרצה

L̂

0

∂u

∂t
dx = a2

L̂

0

∂2u

∂x2
dx

נקבל:

∂

∂t

L̂

0

u (x, t) dx = a2
∂u

∂x

∣
∣
∣
∣

L

0

= a2
∂u

∂x

∣
∣
∣
∣
x=L

− a2
∂u

∂x

∣
∣
∣
∣
x=0

ולכן: מתאפס, כמובן זה שלנו שפה התנאי של במקרה

L̂

0

u (x, t) dx = const =

L̂

0

f (x) dx

ולכן:

A0L =

L̂

0

f (x) dx

A0 =
1

L

L̂

0

f (x) dx = 〈f (x)〉

10/01/2012

הומוגניות אי בעיות 4.7.3

החום במשוואת 4.7.3.1

הומוגנית: אי חום משוואת נניח

∂u

∂t
= a2

∂2u

∂x2

.0 < x < L כאשר

וההתחלה: השפה תנאי

u (x = 0, t) = u1

u (x = L, t) = u2

u (x, t = 0) = f (x)

u (x, t > 0) =?

אי־הומוגניים. שפה תנאי עם הומוגנית משוואה זוהי כלומר

למצב ∞ בזמן תגיע הפונקציה ⇐ ugen = Ax + B⇐.∂
2u

∂x2 = 0⇐∂u
∂t = 0 נקבל: t → ∞ כאשר העמיד, במצב

לינארי.

השפה: תנאי מקיום

ust = ugen (x, t = ∞) =
u2 − u1
L

x+ u1

הבעיה. של פרטי פתרון הוא ust כי לב נשים
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נרשום:

u (x, ) = ust (x) + v (x, t)

ונקבל:

∂v

∂v
= a2

∂2v

∂x2

x = 0 : ust (0) + v (0, t) = u1 ⇒ v (0, t) = 0

x = L ust (L) + v (L, t) = u2 ⇒ v (L, t) = 0

הומוגני פתרון עם פרטי פתרון של סכום הוא u ולכן ,u עבור הומוגנית בעיה קיבלנו כלומר

u (x, t = 0) = f (x) = ust (x) + v (x, t = 0) ⇒ v (x, t = 0) = f (x)− ust = F (x)

התחלה). תנאי

.u את ונקבל v את נפתור

הומוגנית אי משוואה גם

∂u

∂t
= a2

∂2u

∂x2
+ f (x)

שפה: תנאי עם

u (x = 0, t) = u1

u (x = L, t) = u2

התחלה: ותנאי

u (x, t = 0) = g (x)

הומוגנית. אינה עצמה המשוואה וגם הומוגניים, לא השפה תנאי כאן גם סיבות. משתי הומוגנית אי היא זו בעיה

פרטי: פתרון נבנה

u (x, t) = up (x) + v (x, t)

נקבל: הומוגנית. היא v כאשר

a2u′′p (x) + f (x) = 0

u′′p (x) = − 1

a2
f (x)

ונקבל: נטנגרל

u′p (x) = − 1

a2

x
ˆ

0

f (x′) dx′ + c1

up (x) = − 1

a2

x
ˆ

0

dx′
x′

ˆ

0

f (x′′) dx′′ + c1x+ c2

75



Heat/Diffusion eqn. ־ החום\דיפוזיה משוואת .4.7PDE: Partial differential equations ־ חלקיות דיפרנציאליות משוואות .4 פרק

נקבל: כלומר,

∂v

∂t
=✘✘✘✘a2u′′p (x) + a2

∂2v

∂x2
+✟✟✟f (x)

∂v

∂t
= a2

∂2v

∂x2

v (x = 0, t) = v (x = L, t) = 0

נגזרת הוא שפה תנאי

∂u

∂t
= a2

∂2u

∂x2
, 0 < x < L

הם: הפעם השפה תנאי

∂u

∂x

∣
∣
∣
∣
x=0

= 0,
∂u

∂x

∣
∣
∣
∣
x=L

= b2

ההתחלה: ותנאי

u (x, t = 0) = f (x)

פרטי: פתרון ננסה

up (x, t) = c0 (t)

ננסה: השני. השפה תנאי את לא אבל המשוואה, את מקיים הוא

up (x, t) = c0 (t) + b2x

ננסה: שרצינוץ כמו התנאים את מקיים זה גם אבל

up (x, t) = c0 (t) + c1x+ c2x
2

התנאים. כל את מקיים כבר זה

u (x, t) = up (x, t) + v (x, t) = v (x, t) + c0 (t) + c1x+ c2x
2

∂v

∂t
+ ċ0 (t) = a2

∂2v

∂x2
+ 2a2c2

נקבל: הומוגניתת תהא שהבעיה מנת על כלומרת

ċ0 (t) = 2a2c2

x = 0 :
∂v

∂x

∣
∣
∣
∣
x=0

+ c1 + 2c2x|x=0 =
∂v

∂x

∣
∣
∣
∣
x=−

+ c1 = 0

x = L :
∂v

∂x

∣
∣
∣
∣
x=L

+ 2c2L = b2 ⇒ c2 =
b2

2L
⇒ c0 (t) =

a2b2

L
t

76



Heat/Diffusion eqn. ־ החום\דיפוזיה משוואת .4.7PDE: Partial differential equations ־ חלקיות דיפרנציאליות משוואות .4 פרק

כי:

∂v

∂x

∣
∣
∣
∣
x=0

=
∂v

∂x

∣
∣
∣
∣
L

= 0

ולכן:

up (x, t) =
a2b2t

L
+
b2x2

2L

וגם:

vt = a2vxx

vx (0, t) = vx (L, t) = 0

v (x, 0) = f (x)− b2x2

2L

לפתור. יודעים שאנו הומוגנית בעיה כבר וזו

u (x, t) = v (x, t) +
a2b2t

L
+
b2x2

2L

נקבל: t→ ∞ וכאשר

u (x, t → ∞) = a0 +
b2x2

2L
+
a2b2t

L

הגלים במשוואת אי־הומוגניות בעיות 4.7.3.2

∂2u

∂t2
− c2

∂2u

∂x2
= f (x, t)

:up (x, t) ננחש

u (x, t) = up (x, t) + v (x, t)

יותר. הכבודות המכונות את נפעיל מידי, מסובך הוא כי אותו לנחש מצליחים לא אנחנו אם הומוגנית. v כאשר

הגלים. משוואת את שפתרנו מתי מצאנו שכבר שלמה מערכת כאן יש

0 < x < L

u (x = 0, t) = u (x = L, t) = 0

sin
kπx

L
,k = 1, 2, 3, . . .

u (x, t) =
∞∑

k=1

hk (t) sin
kπx

L

את: נפרוש

f (x, t) =
∞∑

k=1

fk (t) sin
kπx

L

ונקבל: הזמן לפי u (x, t) את נגזור למשוואה. הביוטיים את להציב נרצה כמובן. ידועות fk (t) כאשר

∞∑

k=1

ḧk (t) sin
kπx

L
+ c2

∞∑

k=1

k2π2

L2
hk (t) sin

kπx

L
=

∞∑

k=1

fk (t) sin
kπx

L
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נקבל:

∞∑

k=1

[

ḧk (t) +
k2π2c2

L2
hk (t)− fk (t)

]

sin
kπx

L
+ = 0

דיפרנציאליות משוואות סוף אין קיבלנו מכאן

ḧk (t) +
k2π2c2

L2
hk (t) = fk (t)

משתנים. וריאציית בעזרת אותם נפתור .hk ל פרט הפרמטרים יתר כל וגם ידועה, fk (t) אבל 12/02/2012

Laplace’s equation ־ לפלאס משוואת 4.7.4

.∇2u = 0 כמובן: היא לפלאס משוואת

קרטזיות: בקואורדינטות

∇2u =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2

בגליליות:

1

ρ
· ∂
∂ρ

(

ρ
∂u

∂ρ

)

+
1

ρ2
∂2u

∂ϕ2
+
∂2u

∂z2

ובכדוריות:

1

r2
∂

∂r

(

r2
∂u

∂r

)

+
1

z2 sin2 θ

∂

∂θ

(

sin θ
∂u

∂θ

)

+
1

r2 sin2 θ

∂2u

∂ϕ2

מצב על לדבר רוצים אנחנו אם אבל לפלאס, משוואת לא כמובן היא , ∂T
∂t = k∇2T החום: במשוואת נתבונן אם

.∇2T = 0 שנקבל: כיוון לפלאס. משוואת כן כבר זו T (~r) את למצוא רוצים ואנו משקל לשיווי כבר הגיע שהמערכת

הפתרון יחידות 4.7.4.1

הפונקציה, את קובעים אנו השפה על (כלומר דיריכלה בעיית של בקונטקסט לפתרון יחידות יש לפלאס למשוואת

(u |Γ= ũ כלומר

הוא שהפתרון נראה זאת), גם להוכיח אמורים היינו מתמטי קורס היה זה (אם קיים הפיתרון כי לנו ברור כפיסיקאים

יחיד.

4.7.2 טענה

יחיד. פתרון בעלת היא דיריכלה בעיית של בקונטקסט לפלאס משוואת

כלומר: המשוואה. את פותרים אשר u1 (~r) , u2 (~r) פתרונות שני קיימים כי בשלילה נניח הוכחה:

∇2u1 = 0

∇2u2 = 0

ומתקיים:

u1|Γ = ũ, u1|Γ = ũ

נסמן:

u3 (~r) = u1 (~r)− u2 (~r)

משוואת את המקיימות פונקציות הרמוניות, פונקציות נקרא כאלה (לפונקציות לפלאס משוואת של פתרון גם היא

מסויים). באיזור לפלאס
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נקבל: השפה עבור כי נבחין

u3|Γ = u1|Γ − u2|Γ = ũ− ũ = 0

אזי: וקטורי שדה ~A אם כי יודעים אנו גאוס ממשפט כן, כמו השפה, תנאי את כבר מקיימת לא היא כלומר

˚

V

∇ ~AdV =

‹

Γ

~A · n̂dσ

הבא: באופן A את נגדיר ,ϕ (~r) פוטנציאל ניקח אם

~A = ϕ∇ϕ

כי: גאוס ממשפט נקבל

˚

V

(
ϕ∇2ϕ+∇ϕ · ∇ϕ

)
dV =

‹

Γ

ϕ
∂ϕ

∂n
dσ

ולכן: ϕ = u3 נציב

˚

V

[

✘✘✘✘✿0
u3∇2u3 + (∇u3)2

]

dV =

‹

Γ

u3
∂u3
∂n

dσ

קיבלנו: ולכן מתאפסת השפה כל כי ראינו אבל

˚

V

(∇u3)2 dV = 0

בהכרחף ולכן ריבוע) שיש (כיוון חיובי תמיד הזה האינטגרל אבל

∇u3 = 0 ⇒ u3 = const

.u1 = u2 ולכן: .u3 = 0 השפה: ומתנאי

(Neumann) נוימן? בעיית על מדברים אנו אם קורה מה

(
‚

Γ u3
∂u3
∂n
︸︷︷︸

=0

dσ = 0) אחרת מסיבה יתאפס גאוס משפט של ימין אגף הפעם , ∂u∂n

∣
∣
Γ
= Ũ הוא השפה תנאי הפעם

קבוע, של בדיוק נכון שהפתרון נגיד לכן אפס. בהכרח לא אשר u3 = constש כיוון יחיד, פיתרון נקבל לא הפעם אבל

כלשהו. u1 = u2 + C כלומר:

1 במימד פתרון 4.7.4.2

קרטזיות

∇2u = 0

d2u

dx2
= 0 ⇒ u = Ax+B

גליליות

1

ρ

d

dρ

(

ρ
du

dρ

)

= 0 ⇒ ρ
du

dρ
= c1 ⇒ du = c1

dρ

dρ
= u = c1 ln ρ+ c2
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כדוריות

1

r2
d

dr

(

r2
du

dr

)

= 0 ⇒ u =
c1
r

+ c2

מישור חצי עבור פתרון 4.7.4.3

.∇2u = 0 לפלאס: משוואת ומתקיימת u (x, y = 0) = f (x) כאשר (y ≥ 0 מישור( חצי עבור מערכת לפתור נרצה

כלומר:

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0

המצב. יהיה לא זה יותר מסובכות גיאומטריות של במקרים אבל פורייה, טרנספורם בעזרת לפתור ניתן זה במקרה

כלומר: משתנים, בהפרדת נפתור לכן

up (x, y) = X (x) Y (y)

נקבל:

X ′′Y +XY ′′ = 0

כלומר:

X ′′

X
= −Y

′′

Y
= −λ2

:X עבור נקבל אנו כי שלילי?) למה (כלומר −λ2 למה

X ′′ + λ2X = 0

נקבל: ובאמת חסום, פתרון רוצים ואנו

X (x) = Aλ cos (λx) +Bλ sin (λx)

נקבל: Y עבור

Y ′′ − λ2Y = 0

הוא: הפתרון כי נקבל זה במקרה

Y = Cλe
−λY +Dλe

λY

שלא שפה תנאי לנו ויש באינסוף, מתבדר הפתרון כי בעיה לנו יש Dλ של המקדם (עם בעיה לנו יש השני האיבר אם

ולכן: חסום) פתרון רוצים שאנו ציינו

Y = Cλe
−λY

נקבל: כלומר

uλ (x, y) = (aλ cos (λx) + bλ sin (λx)) e
−λy

כאשר:

aλ = AλCλ

bλ = BλCλ
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אינטגרל לעשות נאלץ כולל פתרון נרצה אם לכן דיסקרטי, באוסף מדובר לא כלומר ,λ על הגבלה כל לנו אין כי נבחין

.λ על סכימה ולא

.y ל ביחס יותר ״מהר״ דועדכות יותר צפופות אוסילציות האוסילציות, בקצת תלוי מוד, כל של הדעיכה קצת כן, כמו

שהוא שפה תנאי מכל מתעלמים אנו ספרביליים, פתרונות על מדברים אנו (כאשר השפה תנאי עם הבעיה את נפתור

כאן): גם אז הומוגני, לא

u (x, y) =

∞̂

0

(aλ cos (λx) + bλ sin (λx)) e
−λydλ

השפה: בתנאי ונשתמש y = 0 נציב

f (x) = u (x, 0) =

∞̂

0

aλ cos (λx) + by sin (λx) dλ

נקבל: x לפי לפי ונטנגרל כלשהו λ′ > 0 כאשר cos (λ′x) ב האגפים שני את נכפול

∞̂

−∞

f (x) cos (λ′x) dx =

∞̂

−∞

∞̂

0

aλ cosλx cosλ
′x+ bλ sinλx cosλ

′xdλdx

כי: נבחין החלקים, האינטגרל את ראשית נפתור

∞̂

−∞

sin (λx) cos (λ′x) dx = 0

זוגית.) אי בפונקציה (מדובר

כן: כמו

∞̂

−∞

cos (λx) cos (λ′x) dx =

ונקבל: cosα cosβ = 1
2 [cos (α+ β) + cos (α− β)] בזהות: נשתמש

1

2✘✘✘✘✘✘✘✘✘✘✿0∞̂

−∞

cos [(λ+ λ′)x] dx+
1

2

∞̂

−∞

cos [(λ− λ′)x] dx =
1

2
Re

∞̂

−∞

ei(λ−λ′)xdx =

1

2
Re [2πδ (λ− λ′)] = πδ (λ− λ′)

אותה. המאפס שלילי שטח יש חיובי שטח שלכל בגלל מתאפס ,λ > 0 עבור cos (λx) של אינטגרל כי כאן מניחים אנו

כי: נקבל ולכן מתאפס. הביטוי λ 6= λ′ לכל וגם מתאפס, הראשון הביטוי אזי λ, λ′ > 0 ש מכיוון

∞̂

−∞

f (x) cos (λ′x) dx =

∞̂

0

aλπδ (λ− λ′) dλ = πaλ′

כי: נקבל לכן,

aλ =
1

π

∞̂

−∞

f (x) cos (λx) dx

מקבלים: היינו sin (λ′x) בוחרים היינו cos (λ′x) במקום אם

bλ =
1

π

∞̂

−∞

f (x) sin (λx) dx
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u (x, y) =

1

π

∞̂

0





n8
ˆ

−∞

f (x′) cos (λx′) dx′



 e−λy cosλxdλ +
1

π

∞̂

0





∞̂

−∞

f (x′) sin (λx′) dx′



 e−λy sinλxdλ =

=
1

π

∞̂

−∞

f (x′)

∞̂

0

cos [(x− x′)λ] e−λydλdx′ =
1

π

∞̂

−∞

f (x′)
y

(x− x′)2 + y2
dx′

4.7.3 הערה

∞̂

0

cos (αz) e−zdz

שרצינו. התוצאה את קיבלנו ולכן בחלקים. באינטגרציה לחישוב ניתן

פונקצה עם קונבולוציה קיבלנו למעשה

G (x, x′, y) =
1

π

y

(x− x′)2 + y2

גרין! פונקציית זוהי

נקבל: f (x) = δ (x− x0) נקח לפלאס. משוואת את פותרת בעצמה היא כי נבחין

uδ (x, y) =
1

π

∞̂

−∞

δ (x′ − x0)
y

(x− x′)2 + y2
dx′ =

1

π
· y

(x− x0)
2 + y2

לאינסוף, אינסוף ממינוס משתנה x כי ,xל ביחס אותו להפעיל נצטרך פורייה, טרנספורם בעזרת זה את פותרים איך

כזה. אינסופי תווך צריך פורייה וטרנספורם

אותה, נפתור ,k במרחב y עבור שני מסדר משוואה נקבל לאינסוף, אינסוף ממינוס אינטגרציה ונעשה eikxב נכפול

הפוך. טרנספורם בעזרת בחזרה ונחזור

אינסופית רצועה 4.7.4.4

.0 ≤ y ≤ L בתחום נסתכל מישור, חצי על שנדבר במקום 17/01/2012

בתרגול. זה את נשלים

מלבן 4.7.4.5

בו: במקרה נתבונן

0 ≤ x ≤ Lx

0 ≤ y ≤ Ly

השפה: תנאי עם

u (x, y = 0) = f (x)

u (x = 0, y) = u (x = Lx, y) = u (x, y = Ly) = 0
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הוא: לפלאס למשוואת פרטי פתרון כאמור,

up (x, y) = (Aλ cos (λx) +Bλ sin (λx))
(
e−λy + Cλe

λy
)

נקבל: y = Ly ⇒ up = 0 מהתנאי כי נבחין

e−λLy + Cλe
λLy = 0 ⇒ Cλ = −e

−λLy

eλLY
= e−2λLy

היא: כעת המשוואה כי נקבל

up (x, y) = (Aλ cos (λx) +Bλ sin (λx)) sinh [λ (Ly − y)]

.Aλ = 0 כי נקבל x = 0 ⇒ up = 0 השפה מתנאי

כי: נקבל x = Lλ ⇒ up = 0 והמתנאי

Bλ sin (λLx) = 0

ולכן:

λn =
πn

Lx

ולכן: המודים. של קוונטיזציה קיבלנו כלומר

un (x, y) = an sin

(
πnx

Lx

)

sinh

[
πn

Lx
(Ly − y)

]

ולכן:

u (x, y) =
∞∑

n=1

an sinh

[
πn

Lx
(Ly − y)

]

sin

(
πnx

Lx

)

האחרון) השפה תנאי (כלומר f (x) לפונקציה y = 0 עבור נשווה המקדמים, את למצוא כדי

u (x, 0) =

∞∑

n=1

an sinh

(
πnLy

Lx

)

sin

(
πnx

Lx

)

= f (x)

כלומר:

an sinh

(
πnLy

Lx

)

=
2

Lx

Lx
ˆ

0

f (x) sin

(
nπx

Lx

)

dx

נקבל:

an =
2

Lx sinh
(

πnLy

Lx

)

Ly
ˆ

0

f (x) sin

(
πnx

Lx

)

dx

זהה. יהיה הפתרון כי ברור שיקוף). (כלומר up (x, y = 0) = 0 ו: up (x, y = Ly) = g (x) בו במקרה נתבונן כעת

.u2 (x, y) נקרא לשניה u1 (x, y) , f (x) עם הראשונה הבעיה של לפתרון נקרא

הוא: f (x) עם וגם g (x) עם שגם לבעיה הפתרון

u (x, y) = u1 (x, y) + u2 (x, y)

שלהם. הסכום גם לכן לפלאס, משוואת את פותר גם מהם אחד שכל ונבחין השפה, תנאי את מקיים הוא כי ברור

up (x = Lx, y) = ו: up (x = 0, y) = h (y) פונקציות נגדיר הנוספות בצלעות גם יותר, עוד העניין את לסבך וכדי

הוא: הפתרון כי ונקבל האלה, המקרים עבור גם נפתור שוב, .µ (y)

u (x, y) = u1 (x, y) + u2 (x, y) + u3 (x, y) + u4 (x, y)
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מעגל 4.7.4.6

פולאריות בקואורדינטות נעבוד

u (r, θ)

הוא: פולאריות בקואורדינטות הלאפלסיאן כי יודעים אנו

∂2u

∂r2
+

1

r

∂u

∂r
+

1

r2
∂2u

∂θ2
= 0

משתנים: הפרדת ידי על נפתור

up (r, θ) = ρ (r) Θ (θ)

ונקבל: במשוואה נציב

ρ′′ (r) Θ (θ) +
1

r
ρ′ (r) Θ (θ) +

1

r2
Θ′′ (θ) = 0

ונקבל: r2

ρΘ ב האגפים שני את נכפול

r2
ρ′′ (r)

ρ
+ r

ρ′ (r)

ρ
+

Θ′′ (θ)

Θ
= 0

כלומר:

r2
ρ′′ (r)

ρ
+ r

ρ′ (r)

ρ
= −Θ′′ (θ)

Θ
= λ2

למה? חיובי. מספר הוא ההפרדה קבוע

Θ′′ (θ) + λ2Θ(θ) = 0

ההומוגניים. השפה תנאי את יקיים לא בחיים והוא אקספוננטים, שני שהוא פתרון מקבלים היינו שלילי, היה הקבוע אם

λ 6= 0 : Θ (θ) = A cos (λθ) +B sin (λθ)

λ = 0 : Θ (θ) = C +Dθ

נקבל: ,ρ ועבור

r2ρ′′ (r) + rρ′ (r)− λ2ρ (r) = 0

אויילר. משוואת נקראת זה מסוג משוואה

פתרון: ננחש

λ 6= 0 : ρ (θ) = rµ

נקבל:

µ (µ− 1) rµ + µrµ − λ2rµ = 0

נקבל:

µ2 − λ2 = 0

לכן:

µ1 = λ, µ2 = −λ
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הוא: הפתרון ולכן

ρ (r) = C1r
λ + C2r

−λ

נקבל: λ = 0 בו במקרה

r2ρ′′ + rρ′ = 0

נקבל: r ב נחלק

rρ′′ + ρ′ = 0

ולכן:

d

dr
(rρ′) = 0

כלומר:

rρ′ = C3 ⇒ ρ′ =
C3

r
⇒ ρ (r) = C3 ln r + C4

הוא: λ 6= 0 עבור שלנו הפתרון כלומר,

uλ (r, θ) =
(
C1r

λ + C2r
−λ
)
(Aλ cos (λθ) +Bλ sin (λθ))

:λ = 0 עבור ואילו

u0 (r, θ) = (C3 ln r + C4) (C +Dθ)

כי: נבחין המעגל. של הפנים עבור נפתור פנימית בעיה

C2 = 0

.r = 0 בסביבת מתבדר פתרון נקבל אחרת

.n = 1, 2, 3, . . . כאשר λ = n ולכן n 2π
λ = 2π ולכן: λ 6= 0 כי נקבל מחזורית, תהא θש צריכים שאנו מכיוון

הוא: λ = 0 עבור שאפשרי היחידי הפתרון

u0 (r, θ) = A0

. 0 בסביבת התבדרות של הקטע בגלל גם C3 = 0

ולכן:

u (r, θ) =

∞∑

n=0

rn (An cos (nθ) +Bn sin (nθ))

.Rכ המעגל של הקוטר את נגדיר

שפה: תנאי נוסיף

u (r = R, θ) = ũ (θ)

∞∑

n=0

Rn (An cos (nθ) +Bn sin (nθ)) = ũ (θ)

נקבל: n ≥ 1 עבור

An =
1

πRn

2π
ˆ

0

ũ (θ) cos (nθ) dθ

Bn =
1

πRn

2π
ˆ

0

ũ (θ) sin (nθ) dθ
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לנו אין לעיגול מחוץ מטענים. המכיל עיגול לדוגמה חיצונית. בעיה בעיה. של נוסף סגנון לנו יש בנוסף, חיצונית בעיה

.u |γ= ũ שפה: תנאי לנו יש העיגול על כאשר לעיגול מחוץ במרחב מחוץ הפוטנציאל את למצוא נרצה מטענים.

הבאים: התנאים את נקבל

C1 = 0

C2 6= 0

באינסוף) (התבדרות

ולכן: .θ מחזוריות על לשמור כדי D = 0 ושוב .λ = n נקבל שוב באינסוף. מתאפסת שלוג מכיוון C3 = 0 כן, כמו

u (r, θ) =

∞∑

n=0

r−n (An cos (nθ) +Bn sin (nθ))

( Rn ולא R−n עם רק דרך באותו אותם ונמצא שונים כמובן הם (המקדמים 19/01/2012

לפנים המשוואה את לפתור נרצה .R2 חיצוני ורדיוס R1 פנימי רדיוס עם טבעת של במקרה עכשיו נתבונן טבעת

היא: כעת שלנו המשוואה הטבעת.

∇2u =
∂2u

∂r2
+

1

r
· ∂u
∂r

+
1

r2
∂2u

∂θ2
= 0

השפה: תנאי עם

u (R1, θ) = g1 (θ)

u (R2θ) = g2 (θ)

הפתרון כי יודעים אנו ולכן הקודמת, לדוגמה זהה הפתרון כמובן. משתנים הפרדת שוב, אותה? פותרים אנחנו איך

הוא:

λ = 0 : (a+ b ln z) (c+ dθ)

λ > 0 :
(
ArλBr−λ

)
(C cos (λθ) +D sin (λθ))

הוא a0 + b0 ln r ולכן: לתחום. מחוץ ו∞ ש0 כיוון מתאפס, לא b אבל מחזורי, לא שהוא מכיוון נפסל dθ הפעם גם

.(a0 = ac, b0 = bc (כאשר פתרון בהחלט

נקבל: n > 0 עבור כבר, קיבלנו n = 0 עבור ראינו , λ = n נזכור

(
anr

n + bnr
−n
)
cos (nθ) +

(
cnr

n + dnr
−n
)
sin (nθ)

ולכן:

u (r, θ) = a0 + b0 ln r +

∞∑

n=1

(
anr

n + bnr
−n
)
cos (nθ) +

(
cnr

n + dnr
−n
)
sin (nθ)

נקבל: r = R1 כאשר השפה. בתנאי נשתמש

a0 + b0 + lnR1 +

∞∑

n=1

[(
anR

n
1 + bnR

−n
1

)
cos (nθ) +

(
cnR

n
1 + dnR

−n
1

)
sin (nθ)

]
= g1 (θ)

:r = R2 וכאשר

a0 + b0 + lnR2 +

∞∑

n=1

[(
anR

n
2 + bnR

−n
2

)
cos (nθ) +

(
cnR

n
2 + dnR

−n
2

)
sin (nθ)

]
= g2 (θ)
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Heat/Diffusion eqn. ־ החום\דיפוזיה משוואת .4.7PDE: Partial differential equations ־ חלקיות דיפרנציאליות משוואות .4 פרק

נקבל: ולכן באינטגרציה, מתאפסים sin ו cosה כי נבחין ,2π על אינטגרציה נבצע

a0 + b0 lnR1 =
1

2π

2π
ˆ

0

g1 (θ) dθ

a0 + b0R2 =
1

2π

2π
ˆ

0

g2 (θ) dθ

המשוואות: את נקבל ולכן פורייה, כמקדמי sinוה cosה של למקדמים נתייחס כעת

anR
n
1 + bnR

−n
1 =

1

π

2π
ˆ

0

g1 (θ) cos (nθ) dθ

anR
n
2 + bnR

−n
2 =

1

π

2π
ˆ

0

g2 (θ) cos (nθ) dθ

נקבל: sin ה ועבור

cnR
n
1 + dnR

−n
1 =

1

π

2π
ˆ

0

g1 (θ) sin (nθ) dθ

cnR
n
2 + dnR

−n
2 =

1

π

2π
ˆ

0

g2 (θ) sin (nθ) dθ

השפה: תנאי תחת α גזרה וזווית R ברדיוס עיגול של גזרה של במקרה כעת נתבונן גזרה

u (R, θ) = g (θ)

u (r, 0) = 0

u (r, α) = 0

נופל Br−λ גם כן כמו ההומוגנים. שפה התנאי את יקיים לא שהוא כיוון מתאפס. λ = 0 עבור הפתרון כל כי נקבל

נקבל: .0 בסביבת התבדרות בגלל

Aλ (C cos (λθ) +D sin (λθ))

כי נקבל α בזווית יתאפס שגם צריכים שאנו וכיוון מתאפס, cosה כי נקבל θ = 0 עבור ההומוגנים השפה מתנאי

נקבל: ולכן λα = πn

un (r, θ) = anr
λn sin (λnθ) = anr

πn
α sin

πnθ

α

u (r, θ) =
∞∑

n=1

anr
πn
α sin

πnθ

α
= a1r

π
α sin

πθ

α
+ a2r

2π
α sin

2πθ

α
+ . . .

u (R, θ) =

∞∑

n=1

anR
πn
α sin

πnθ

α
= g (θ)

anR
πn
α =

2

α

α̂

0

g (θ) sin
πnθ

α
dθ ⇒ an =

2

αR
πn
α

α̂

0

g (θ) sin
πnθ

α
dθ

ולכן:

u (r, θ) =
∞∑

n=1

bn . . .
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Heat/Diffusion eqn. ־ החום\דיפוזיה משוואת .4.7PDE: Partial differential equations ־ חלקיות דיפרנציאליות משוואות .4 פרק

המשוואה סוף את אין הלוח את מחק ברוך 4.7.4 הערה
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5 פרק

וריאציות חשבון

מבוא 5.1

הבא: המקרה את לבחון נרצה

y ה ציר על ניצבת לא B אבל (Bל מושכת גרוויטציה (כלומר A ל ״מתחת״ נמצאת B כאשר A,B נקודות, 2 בהינתן

בראשית. Aו

אנרגיה: משימור .((x0, y0) ב (הנמצאת Bל Aמ יעבור שחלקיק כך ביותר המהיר המסלול את למצוא נרצה

mv2

2
+mgy = const

נקבל:

✚✚mv
2

2
+✚✚mgy = 0 ⇒ v =

√

−2gy

.(0 הייתה 0 ברגע שהמהירות (בהנחה

כי: נבחין ,ds ב המסילה של קטן אלמנט נסמן

v =
ds

dt

כלומר: dt את למצוא רוצים אנו

dt =
ds

v

כי: נקבל

TA→B =

B̂

A

ds

v

.ds =
√

dx2 + dy2 = dx

√

1 +
(

dy
dx

)2

כן, כמו

T =

x0
ˆ

0

√

1 +

(
dy

dx

)2
1

√

−2gy (x)
dx =

1√
2g

x0
ˆ

0

√

1 + (y′)2

−y dx

ונסמן: נכליל באינטגרל, נתבונן

I [y (x)] =

b
ˆ

a

F (x, y, y′) dx

פונקציות). של (פונקציה פונקציונל קוראים הנ״ל לאינטגרל
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לגראנז׳ אויילר משוואות .5.2 וריאציות חשבון .5 פרק

הדיפרנציאלי), האופרטור (כגון לפונקציה מפונקציה מעביר אופרטור למספר, ממספר מעבירה פונצקיה 5.1.1 הערה

מספר. ונותנת פונקציה לוקח פונקציונל

קטנה). תהא שהיא נרצה וריאציה, קוראים εη (x) (ל y (x) 7→ y (x)+εη (x) את ונחליף ,I [y (x)] בפונקציונל נתבונן

את: לבחון נרצה

I [y (x) + εη (x)]

פונקציה. של ומינימום מקסימום למציאת הדבר את נשווה 24/01/2012

לגראנז׳ אויילר משוואות 5.2

סטציונריות). מינימום, מקסימום, (כלומר, האקסטרימום נקודות את למצוא נרצה

״מעט״ תשתנה f (x) הפונקציה אזי x0 מנקודה dx נזוז אם כי מתקיים סטציונרית בנקודה

נקבל: x0 בסביבת טיילור מפיתוח 5.2.1 הערה

f (x) = f (x0) + f ′ (x)
︸ ︷︷ ︸

=0

(x− x0) +
f ′′ (x0)

2!
(x− x0)

2 + o
(
x2
)

האקסטימום: בנקודת הפונקציונאל את נפתח

את ונחשב (y (x) ב שינוי (פונקציית ∆y (x) = εη (x) נוסיף ,I של אקטרימום נקודת (פונקציה) y (x) תהי

.I [y (x)] לעומת I [y (x) + εη (x)]

.I [y (x) + εη (x)] → I [y (x)] כי: נצפה ε→ 0 כאשר כי נבחין

I [y (x) + εη (x)] =

b
ˆ

a

F (x, y + εy, y′ + εy′) dx =
︸︷︷︸

לינאריות

b
ˆ

a

F (x, y, y′) dx+ε

b
ˆ

a

(
∂F

∂y
η +

∂F

∂y′
η′
)

dx+o
(
ε2
)

:η (x) לכל מתקיים כי נדרוש כעת,

b
ˆ

a

(
∂F

∂y
η +

∂F

∂y′
η′
)

dx = 0

להתאפס). צריך הראשון הסדר אקסטרימום, נקודם רוצים שאנחנו (כיוון

בחלקים: מאינטגרציה

∂F

∂y′
η

∣
∣
∣
∣

b

a

+

b
ˆ

a

[
∂F

∂y
η +

d

dx

(
∂F

∂y′

)

η

]

dx
!
= 0

ולכן: הנתונות) בנקודות ולסיים להתחיל חייבים (אנו 0 = η (b) = η (a) כי נדרוש כן, כמו

∂F

∂y′
η

∣
∣
∣
∣

b

a

= 0

כי: נקבל כלומר

b
ˆ

a

(
∂F

∂y
− d

dx

∂F

∂y′

)

η (x) dx = 0
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לגראנז׳ אויילר משוואות וריאציות5.2. חשבון .5 פרק

כי: נדרוש יתקיים שזה וכדי

∂F

∂y
− d

dx

∂F

∂y′
= 0

.Euler-Lagrange eqn. ־ לגראנז׳ אויילר משוואת זוהי

שפה: תנאי שני עם שני מסדר חלקית דיפרנציאלית משוואה זוהי כי נבחין

y (a) = ya

y (b) = yb

מקרים: לשני אותה נחלק לגראנז׳. אויילר משוואת את לבחות נרצה

∂F
∂y′

= C1 מכאן: d
dx

(
∂F
∂y′

)

= 0 כי: מתקיים ואז F = F (x, y′) .1

המשוואה: את נפתור מתאפס. לא המשוואה מחלקי אחד אף זה במקרה .F = F (y, y′) .2

∂F

∂y
− d

dx

∂F

∂y′
= 0 =⇒

︸︷︷︸

y′ ב נכפול

y′
∂F

∂y
− y′

d

dx

∂F

∂y′
= 0 ⇒ y′

∂F

∂y
− y′

d

dx

∂F

∂y′
− y′′

∂F

∂y′
+ y′′

∂F

∂y′
= 0 ⇒

y′
∂F

∂y
+ y′′

∂F

∂y′
− y′′

∂F

∂y′
− y′

d

dx

∂F

∂y′
︸ ︷︷ ︸

= 0

d

dx
F (x, y, y′) =

✓
✓
✓✼
0

∂F

∂x
︸︷︷︸

F (y,y′)

+
∂F

∂y
y′ +

∂F

∂y′
y′′

︸ ︷︷ ︸

d
dx

(

F−y′ ∂F
∂y′

)

⇒ d

dx
F (x, y, y′)− d

dx

(

F − y′
∂F

∂y′

)

= 0

נקבל: כלומר,

F (y, y′)− y′
∂F

∂y′
= C1

זה. במקרה נדון לא ־ F = F (x, y) .3

כי: ראינו ברנולי, לבעיית נחזור

I (y) =

x0
ˆ

0

√

1 + (y′)2

−y dx

מתקיים: min I (y) בנקודת

F (y, y′) =

√

1 + (y′)2

−y

ולכן: השני, המקרה זהו כי נבחין

1
√

−y
(

1 + (y′)2
) = const

31/01/2012
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6 פרק

אינטגרליות משוואות

א׳! במועד יופיע לא הנ״ל החומר 6.0.2 הערה

אינטגרל. תחת תופיע הפונקציה דיפרנציאל, תחת תופיע שהפונקציה במקום הפעם רק דיפרנציאליות, למשוואות בדומה

היא: כללית משוואה

λ

b
ˆ

a

K (x, y) f (y) dy + g (x) = h (x) f (x)

פרמטר, של תפקיד המשחק λ מספר לנו ויש נתונות. פונצקיות הן גם g, hו נתונה, פונקציה והיא הגרעין היא K (x, y)
עצמי. ערך תפקיד משחק דיוק ליתר או

אינטגרלי. אופרטור קוראים
b́

a

K (x, y) f (y) dyל

כנל: משוואות של סוגים שני ישנם .Fredholm’s eqn. קוראים זה מסוג למשוואות

מהסגנון: משוואה כלומר, h (x) = 0 .1

λ

b
ˆ

a

K (x, y) f (y) dy = −g (x)

?f (y) את למצוא אפשר האם האינטגרל. בתוך רק מופיעה f דהיינו,

וגם חדש g̃ (x) ונקבל אגפים בשני h (x) ב לחלק שאפשר כיוון ,h (x) = 1 כי להניח ניתן בד״כ . h (x) 6= 0 .2

(y על בכלל הוא כי האינטגרל לתוך להכניס (מותר חדש K̃ (x, y)
השני. מהסוג משווה נקראת וזוהי

אזי g (x) = 0 אם דיפרנציאליות. למשוואות בדומה הומוגנית, לא או הומוגנית במשוואה מדובר האם יקבע g (x)
הומוגנית. אי היא אחר הומוגנית, המשוואה

Degenerate Kernel ־ מנוון גרעין 6.1

הבא: באופן הגעין את לבטא ניתן כאשר הוא מנוון גרעין קרטזיות? בקואורדינטות מנוון גרעין זה מה

K (x, y) =
n∑

i=1

ϕi (x)ψi (y)

נקבל: n = 1 של במקרה

K (x, y) = ϕ1 (x)ψ1 (y)

ספרבילי. כלומר,
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Degenerate Kernel ־ מנוון גרעין אינטגרליות6.1. משוואות .6 פרק

נקבל: n = 2 של במקרה

K (x, y) = ϕ1 (x)ψ1 (y) + ϕ2 (x)ψ2 (y)

ספרבילים. שני של חיבור אלא ספרבילי, ממש לא כלומר
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Degenerate Kernel ־ מנוון גרעין אינטגרליות6.1. משוואות .6 פרק

: 6.1.1 Pדוגמה
f (x) = 1− 6x2 + λ

1
ˆ

−1

(

x
1/3 + y

1/3
)

f (y) dy

כאשר: n = 2 עבור x
1/3 + y

1/3 מנוון גרעין עם הומוגנית, לא השני, מהסוג משוואה זוהיא

ϕ1 (x) = x
1/3 ψ1 (y) = 1

ϕ2 (x) = 1 ψ2 (y) = y
1/3

ש: מכיוון הפתרון על דברים הרבה יודעים אנו כי נבחין

= 1− 6x2 + λx
1/3

1
ˆ

−1

f (y) dy

︸ ︷︷ ︸

A

+λ

1
ˆ

−1

y
1/3f (y) dy

︸ ︷︷ ︸

B

יודעים? אנחנו מה

שמות להם ניתן מספרים. פשוט הם אזי קיימים הנ״ל והאינטגרלים הפונקציה את יודעים אנו אם קיים, הפתרון כי נניח

כלומר: מעלה. כמתואר

= 1− 6x2 + λAx
1/3 + λB

כי: ונקבל A,B הגדרת את נזכור אבל

{

A =
´ 1

−1

(
1− 6y2 + λAy

1/3 + λB
)
dy

B =
´ 1

−1

(
y1/3 − 6y7/3 + λAy2/3 + λBy1/3

)
dy

יש הנ״ל למשוואות האם תקבע λה למעשה האינטגרלים. את לחשב נרצה נעלמים. שני עם משוואות 2 קילבנו כלומר

פתרון. אין או

האינטגרלים: את נפתור

A = 2− 6
2

3
+ 2λB

B =
3

5
λA · 2

{

A+ 2λB = 2
6
5λA−B = 0

היא: הראשית הדטרמיננטה

∆ =

∣
∣
∣
∣

−1 2λ
6
5λ −1

∣
∣
∣
∣
1− 12

5
λ2

∆A =

∣
∣
∣
∣

2 2λ
0 −1

∣
∣
∣
∣
= −2

∆B =

∣
∣
∣
∣

−1 2
6λ
5

∣
∣
∣
∣
= −12λ

5

כי: נקבל λ 6= ±
√

5
12 כלומר: ∆ 6= 0 בהם המקרים את ראשית נבחן

A =
∆A

∆
= − 2

1− 12
5 λ

2

B = − 12λ

5
(
1− 12

5 λ
2
)

מתאפסות, לא עזר הדטרמיננטות זה במקרה מתאפס. הראשית שהדטרמיננטה כלומר ?λ = ±
√

5
12 כאשר קורה מה

של אפשרות ישנה אזי מתאפסת הייתה עזר מהדטרמיננטות אחת גם אם פתרון. אין המקורית שלבעיה אומר זה

פתרונות. אינסוף

94



Degenerate Kernel ־ מנוון גרעין אינטגרליות6.1. משוואות .6 פרק

ההומוגנית בגרסה נתבונן הומוגנית. אי בעיה היא כאמור שפתרנו. בבעיה שוב נתבונן עצמי? לערך λ של הקשר מה אז

על נחזור אם פתרון. עוד קיים האם היא השאלה .f (x) = 0 פתרון יש תמיד הומוגנית בעיה לכל שלנו. הדוגמה של

ההומוגניות: המשוואות את נקבל כלומר הראשונה מהמשוואה ה2 את זורקים רק אנו למעשה כי נקבל הפיתוח כל

{

A+ 2λB = 0
6
5λA−B = 0

קורהכ וזה כן. אחר? פתרון יש האם ההומוגני. הפתרון הרי זהו משוואות. המערכת את פותר A = B = ש0 ברור

.(1 ללינארית חזרה אפס, להיות חייבים המקדמים ולכן בת״ל הם (אחרת מתאפסת הראשית הדטרמיננטה כאשר רק

גם תיהיה בסקלר הכפלה כל לינארית, תלויים הם (הרי כאלה אינסוף יהיו אזי נוספים פתרונות קיימים אם כי נבחין

.λ = λ2 = −
√

5
12 ו־ λ = λ1 =

√
5
12 כאמור כאלה, מקרים שני יש כי לב נשים כן, כמו פתרון). היא

כלומר: . B = A
2λ = A

2
√

5
12

כי: נקבל λ1 עבור

f (x) =

√

5

12
Ax

1/3 +
�
�
�

√

5

12

A

2
�
��

√
5
12

= A

(√

5

12
x

1/3 +
1
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